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ÉLÉMENTS 

DE GÉOMÉTRIE. 

(THÉORIE.) 
PREMIÈRE PARTIE. 

FIGURES PLANES. 



LIVRE PREMIER. 

LES PBIIVCIP£S. 

Définitions. — Angles autour d*un point. — Perpendiculaires. 
Parallèles. — Triangles. — Parallélogrammes. 

DÉFINITIONS. 

1* Tout corps nous paraît occuper dans l'espace une certaine 
étendue qu'on appelle volmne. 

2^ La limite ou l'enveloppe d'un volume est une surface. 
• 3« La limite d'une portion de surface est une lig^ie. 

4° Les extrémités d'une portion de ligne se nomment points. 

Lé point n'a ni forme ni étendue. 

5*» Les lignes, les surfaces et les lignes portent le nom général 
de figures, 

6* La Géométrie a pour objet l'étude des propriétés des figures. 

7» On dit que deux figures sont égales, lorsqu'on peut les pla- 
cer Tune sur l'autre de manière qu'elles coïncident exactement. 

S*" La ligne droite est le plus court chemin d'un point à un autre. 

THÉORIE. 1 



2 LIVRE I. 

Nous avors tous Tidée de la ligne droite. Un fil fortement 
Fig. !. tendu nous en offre l'image. Nous con- 

, . cevons très-nettement que d'un point A à 

un point B on ne peut mener qu'une 
seule ligne droite AB (fig. 1), et que cette ligne droite peut être 
prolongée indéfiniment d'un côté ou de l'autre. 

Il résulte aussi de l'idée que nous avons de la ligne droite, 
que si l'on place deux droites l'une sur l'autre, de manière que 
deux points A et B coïncident, les droites coïncideront, non- 
seulement entre les deux points A et B, mais au delà, et qu'elles 
ne se sépareront jamais , si loin qu'on les prolonge. On dira 
donc que deux points déterminent une ligne droite. 
9« On appelle ligne brisée une ligne composée de plusieurs 
pig- 2. lignes droites. La ligne ABCD (fig. 2) 

est une ligne brisée. 

10** Lorsqu'une ligne n'est ni droite 
ni composée de lignes droites, on dit 
qu'elle est courbe. Telle est la ligne 
ABC (fig. 3). 

Il* Le plan est une surface telle que, si l'on prend deux 
points quelconques sur celte surface et si on les joint par une 
ligne droite, celle droite est tout entière située sur la surface. 
La surface des eaux tranquilles, une table bien dressée, une 
glace polie, nous offrent l'image d'un plan. 
12" Toute figure tracée sur un plan s'appelle figure plane. 
Nous nous bornerons pour le moment à l'étude des figures 
planes. 
13*» Lorsque deux droites parlent d'un môme point, suivant 
^^ ^ des directions différentes, elles for- 

ment une figure plane qu'on appelle 
ar^gk (fig. h). 

Le point A est le sommeféeVàugle; 
les deux droites ÂB et AG en sont 
les câtês. 

On désigne un angle par In lettre placée au sommet : ainsi on 
dira l*angte A. Mais, quand plusieurs angles ont même sommet. 
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LES PRINCIPES. 3 

et qu'il peut y avoir confusion, on désigne l'angle par trois 
lettres, en mettant au milieu la Lettre du sommet : on dira 
l'angle BAC. 

14* On se fera une idée très-nette de l'angle si l'on imagine 
que la droite AC, coïncidant d'abord avec AB, tourne autour 
du point A dans le plan ; dans son mouvement autour du point 
A, la droite décrit un angle de plus en plus grand. 

Une droite AG , menée par le sommet A dans l'angle BAD 
(fig. 5), divise cet angle en deux parties, et Ton dira que l'angle 
BAD est la somme des deux angles BAC, CAD. 

150 Deux angles BAC, CAD (fig. 5) qui 
ont même sommet A et un côté commun 
AC, et dont l'un est en dehors de l'autre, 
sont dits adjacents. 

16» Lorsqu'une droite CD (fig. 6) en 
rencontre une autre AB, de manière à 
faire avec celle-ci deux angles adjacents 
DCA, DCB égaux entre eux , on dit que la 
première droite est perpendiculairô sur la 
seconde, et les deux angles égaux formés 
par la perpendiculaire sont appelés an- 
gles droits. 

Le point G est le pied de la perpendi- 
culaire. 

!?• Lorsqu'une droite CD (fig. 7) en 
rencontre une autre AB, de manière à 
faire avec celle-ci deux angles inégaux 
ACD , BGD , on dit qu'elle est oblique 
à la droite AB. 

IS"" On appelle frm^/rice d'un angle BAC 
la droite AD qui divise l'angle en deux 
parties égales (Hg. 8). 
19* Un théorème est une vérité qu'il faut démontrer. 
20* Un corollaire est une conséquence immédiate d'un ou de 
plusieurs théorèmes. 
2I« Vnproblème est une question dont on demande la solution. 
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A3GLES AUTOUR D'UN POINT. 




Théorème I. 

Par un point C pris sur une droite AB on peut élever une per- 
pendiculaire à cette droite^ et on n'en peut élever qu^une. 

Imaginons que la droite CD (fig. 9), coïncidant d'abord avec 
CA, tourne dans le plan autour du point G; l'angle ACD ira en 
^'s- ^' augmentant d'une manière 

continue, tandis que l'angle 
DCB ira en diminuant; mais le 
premier angle, d'abord plus 
petit que le second, finit par 
devenir plus grand ; donc il y a une position CE de la droite 
pour laquelle les deux angles adjacents sont égaux , et il n'y en . 
a qu'une. Dans cette position , la droite CE est perpendiculaire 
à AB. Ainsi, par le point G on peut élever une perpendiculaire 
CE à la droite AB, et on n'en peut élever qu'une. 

Corollaire. Soient deux droites CD, GH(fig. 10), respective- 
ment perpendiculaires sur les lignes AB, EF. Je place la droite 
Fis. 10. EF sur AB, de manière que le 

point G tombe au point C; 
puisque d'un point on ne peut 
élever qu'une perpendiculaire 



f sur une droite, la perpendicu- 
laire GH se confondra avec la perpendiculaire CD, et les angles 
droits des deux figures coïncideront, ce qu'on exprime en di- 
sant que tous les angles droits sont égaux entre eux. 

Tout angle ACD (fig. 9), plus petit qu'un angle droit, s^ap- 
pelle angle aigu. 

Tout angle BCD, plus grand qu'un angle (iroit, s'appelle 
angle obtus. 
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Théorème II. 

Lorsqu'une droite CD (Gg. 11) en rencontre une autre AB, elle 
fait aveo celle-ci deux angles adjacents ACD, DCB dont la somme 
est égale à deux angles droits. 



Fig. 11. 
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Par le point G élevons une perpendi- 
culaire CE à la droite AB. L'angle ACD 
égale l'angle droit ACE, plus l'angle BCD; 
si à ce dernier on ajoute l'angle DCB, on 
forme l'autre angle droit ECB; donc la 

somme des deux angles ACD, DCB est égale à la somme des 

deux angles droits ACE, ECB. 

CoKoLLAiRE I. La somme de tous les angles ACD, DCE, ECP, FCB 
(fig. 12), formés autour d'un point C du 
même côté d'une droite AB dans le plan, 
est égale à deux angles droits. Car, les 
angles ACD, DCE, ECF formant ensemble 
l'angle ACF, il est évident que la somme 
des angles proposés est égale à la somme 

des deux angles adjacents ACF, FCB, et par conséquent égale à 

deux angles droits. 

Corollaire II. La somme de tous les angles AOB, BOC, COD, 
DOE, EOA (fig. 13), formés autour 
d'un point datis le plan , est égale 
à quatre angles droits. En effet, pro- 
longeons la droite AO suivant OF, et 
divisons l'angle COD en deux parties 
COF, FOD; puisque la somme des 
angles formés autour du point , de 
chaque côté de la droite AF, est égale 
à deux angles droits, il est évident que la somme de tous les 
angles proposés est égale à quatre angles droits. 
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Corollaire III. Lorsque des quatre angles formés par deux 
Fig. 14. droites indéfinies AB, CD (lîg. 14), qui se cou- 

pent, deux angles adjacents, AOC, COB, sont 
ègaux^ les quatre angles sont égaux. Les deux 
angles égaux AOC^ COB sont droits ; puisque 
la somme des angles adjacents AOG« AOD 
est égale à deux angles droits, et que l'angle 
AOC est droit, Tangle AOD est aussi droit. 
De même, puisque la somme des deux angles adjacents BOC, 
BOD est égale à deux angles droits, et que Tangle BOG est droit, 
l'angle BOD est aussi droit. Donc les quatre angles sont droits, 
et par conséquent égaux. Les deux droites AB et CD sont réci- 
proquement perpendiculaires l'une à l'autre. 

Théorème III. 

. Réciproquement, lorsque la somme de deux angles adjacents 
ACD, DGB est égale à deux angles droits, les deux côtés extérieurs 
AG, CB sont en ligne droite. 

On sait, d'après le théorème précédent, que la droite CD 
Fig. i«. ^ ^flg J5^ fg^jj j^yçg iq prolongement de AC 

un angle qui, ajouté à l'angle ACD, donne 
une somme égale à deux angles droits; 
mais l'angle DCB, ajouté au même angle 
ACD, donne aussi une somme égale à deux angles droits; donc 
ces deux angles sont égaux, et la droite CB coïncide avec le pro- 
longement de AC. 

Théorème IV. 

Les angles opposés par le sommet sont égaux. 

Lorsque deux droites indéfinies AB, CD (tig. 16) se coupent, 
elles forment quatre angles autour de leur point d'intersec- 
tion 0. Les deux angles AOC, BOD, qui ont leurs côtés sur le 
prolongement les uns des, autres, sont dits opposés par le som- 
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met ; de même les deux angles AOD, BOG sont opposés par le 
sommet. 

Je dis que les deux angles opposés par le sommet, AOC, BOD 

sont égaux. En effet, d après le théorème II, In somme des deux 

Fig. 16. angles adjacents AOG, AOD est égale à 

deux angles droits, et la somme des deux 

angles adjacents BOD, AOD est aussi égale à 

deux angles droits ; ainsi , quand à chacun 

des deux angles AOG, BOD on ajoute le même 

angle AOD, on obtient des sommes égales; 

donc ces deux angles sont égaux. 

On démontrerait de la même manière que Tangle AOD est 

égal à son opposé BOG. 

Corollaire. Les bissectrices de deux angles adjacents AOG, GOB 
(lig. 17), formés par deux droites qui se coupent, sont perpendi- 
culaires entre elles. 

Soient OE et OF (fig. 17) les bissectrices des deux angles 
adjacents AOG, GOB. Il est facile de re- 
connaître d'abord que leurs prolonge- 
ments OG et OH divisent aussi en deux 
parties égales les angles opposés par le 
sommet. Puisque la somme des deux an- 
gles adjacents AOG , GOB est égale à deux 
angles droits, la somme des deux angles 
moitiés EOG, COP est égale à un angle droit; donc Tangle EOF 
est droit, et par suite les deux bissectrices EG, FH sont perpen- 
diculaires entre elles. 
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Théorème V. 



sur 



D'un point extérieur G on peut abaisser une perpendiculaire 
une droite AB, et on n'en peut abaisser qu^une (flg. 18). 

Je fais, tourner la partie supérieure du plan autour de la 
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Fig. 18. 



droite AB, pour rappliquer sur la partie inférieure. Le point C 
vient se placer sur un certain point E ; je 
fais passer une ligne droite par les deux 
points G et E; cette droite CE coupe la 
droite AB en un point D. Quand on rabat 
la partie supérieure du plan sur la partie 
inférieure, le point D, qui est sur la droite 
AB, reste immobile; le point C venant en 
E, la droite DG s'applique sur DE, et l'angle ADG coïncide avec 
ADE; ces deux angles adjacents sont donc égaux entre eux, 
et, par suite, les deux droites ÀB, GE sont perpendiculaires 
l'une sur Taulre. 

Je dis maintenant que du point G on ne peut abaisser qu'une 
perpendiculaire sur la droite AB. En effet, soit GD une perpen- 
diculaire abaissée du point G sur la droite AB. Quand on fait 
tourner la partie supérieure du plan autour de la droite AB, 
pour^l'appliquer sur la partie infériçure, le point G vient en un 
point E , la droite se place sur DG, sur DE , et l'angle ADG sur 
ADE. Si la droite GD est perpendiculaire sui* AB, l'angle AGD 
est droit; l'angle égal ADE est aussi droit; la somme des deux 
angles adjacents ADG, ADE étant égale à deux angles droits, 
en vertu du théorème III, les deux côtés DG, DE sont en ligne 
droite. Ainsi la ligne GDE est une ligne droite. Gomme on ne 
peut. mener du point G au point E qu'une seule ligne droite, 
on ne pourra abaisser du point G qu'une seule perpendicu- 
laire CD sur AB. 
• 

Théorème VI. 

La perpendiculaire CXS (Gg. \^), abaissée 
du point C sur une droite AB, est plus courte 
que toute oblique CF. 

Je fais encore tourner la partie supé- 
lieure du plan autour de la droite AB, 
pour l'appliquer sur la partie inférieure. 
Le point G vient en E, la perpendiculaire 
DG se place sur DE, et l'oblique PC sur FE. Or nous avons vu, 
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dans le théorème précédent , que la perpendiculaire CD s'ap- 
plique sur son prolongement, c'est-à-dire que la ligne CDE est 
droite. Mais la ligne droite CDE est plus courte que la ligne 
brisée CFE^ donc la perpendiculaire CD, moitié de la ligne droite, 
est plus courte que l'oblique CF, moitié de la ligne brisée. 

Remarque. La perpendiculaire CD, étant le plus court che- 
min du point C à la droite AB, mesure la distance du point à la 
droite. 

Théorème VII. 

Deux obliques CE, CF (fig. 20), égalenurU écartées du pied de la 
perpendiculaire y sont égales. 

On suppose les obliques également écartées du pied de la 
F»g w. perpendiculaire CD, c'est-à-dire les deux 

distances DE, DF égales entre elles. 

Je fais tourner la partie CDE de la 
figure autour de la droite CE, poyr 
l'appliquer sur l'autre partie. Les 
» ^ deux angles droits CDA, CDB étant 
égaux, la droite DA se place sur DB; comme les deux lon- 
gueurs DE, DF sont égales, le point E tombe au point F; alors 
la droite CE se confond avec CF; donc les deux obliques sont 
égales. 

Théorème VIII. 

La ligne brisée convexe ACDB (fig. 21) est plus courte qiCune 
ligne brisée enveloppante AEFGB ayant les mêmes extrémités A et B. 

On dit qu'une ligne brisée ACDB 
est convexe^ lorsqu'elle est située 
d'un même côté de chacune des 
droites qui la forment, ces droites 
étant indéfiniment prolongées. Si la 
ligne ACDB est contenue tout entière 
dans la portion du plan limitée par 
la droite AB et la ligne AEFGB, on dira que la seconde ligne 
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brisée enveloppe la première. Imaginons qu'un point mobile 
parcoure la ligne brisée ÂGDB pour aller de A en B, et prolon- 
geons les droites ÂG, CD, dans le sens du mouvement, jusqu'à 
leur rencontre en H et K avec la ligne enveloppante. Considé- 
rons la ligne enveloppante AËFGB. En remplaçant la ligne bri- 
sée AEFH par la ligne droite AGH, on obtient un chemin AGHGB 
qui est évidemment plus court que le chemin AEFGB ; de même, 
en remplaçant la ligne brisée CHGK par la ligne droite CDK, 
on obtient un chemin AGDKB plus court que le précédent; de 
même encore , en remplaçant la ligne brisée DKB par la ligne 
droite DB, on obtient un chemin AGDB pljis court que le précé- 
dent. Ainsi, par des diminutions successives, on passe de la 
ligne enveloppante AEFGB à la ligne convexe AGDB; donc celte 
dernière est plus courte que la première. 

Théorème IX. 

De deux obliques quelconques^ celle qui s' écarte le plus du pied 
de la perpe.idiculaire est la plus longue. 

Soit la perpendiculaire CD (rig. 22) et deux obliques CF, CG, 

F^«- 2J. situées d'un même côté de la perpen- 

S diculaire. Je fais tourner la partie 

// \ supérieure du plan autour de la 

// \ droite AB, pour l'appliquer sur la 

_\> partie inférieure. La perpendiculaire 

CD se place sur son prolongement DE, 
et les deux obliques sur PE et GE. 
En vertu du théorème précédent , 
È la ligne brisée GFE est plus courte que 

la ligne brisée enveloppante CGE; donc l'oblique CF, moitié 
de la première, est plus courte que l'oblique CG, moitié de la 
seconde. Ainsi l'oblique qui s'écarte le plus du pied de la per- 
pendiculaire est la plus longue. 

Nous avons supposé les deux obliques situées d'un même 
côté de la perpendiculaire CD. Considérons maintenant deux 
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obliques GH, GG, situées de part et d*autre de la perpendicor- 
laire CD; si la distance D6 est plus grande que DH, Toblique GG 
sera plus longue que CH. En effet, je prends DF égale à DH, les 
deux obliques CF, GH, également écartées du pied de la per- 
pendiculaire, sont égales; mais l'oblique G6 est plus longue 
que GF; donc elle est plus longue que GH. 

Corollaire. Deux obliques égales s'écartent également du pied 
de la perpendiculaire. Puisque Toblique augmente de plus en 
plus, à mesure qu'elle s'écarte davantage du pied de la perpen- 
diculaire , deux obliques ne pourront être égales que si elles 
s'écartent également de part et d'autre du pied de la perpen- 
diculaire. 

ThéorAbie X. 

La perpendiculaire élevée sur le milieu (Tune droite AB est le 
lieu des points également distants des deux extrémités de cette 
droite. 

Par le milieu D de la droite AB, élevons une perpendiculaire 
G£ (f ig. 23) . Je dis d'abord que tout point M de la 
perpendiculaire est également distantdes deux 
points A et B; car les deux droites MA, MB 
sont égales, comme obliques s'écartant éga- 
lement du pied de la perpendiculaire (7). 

Je dis maintenant que tout point P, situé 
hors de la perpendiculaire, est inégalement 
distant des deux points A et B. En effet , la 
droite PA rencontre la perpendiculaire en un certain point M ; 
puisque le point M est sur la perpendiculaire, les deux dis- 
tances MA, BfB sont égales. La ligne droite PB est plus courte 
que la ligne brisée PM.-|- MB; si l'on remplace la longueur MB 
par son égale MA, on voit que la droite PB est plus courte que 
PM + MA , c'est-à-dire plus courte que PA : ainsi le point P est 
plus rapproché du point B que du point A. Si le point P était 
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situé à gauche de la perpendiculaire, il serait, au contraire, 
plus rapproché du point A que du point B. 

On appelle lieu géométrique^ ou simplement lieu, l'ensemble 
des points qui jouissent d'une même propriété. Il résulte de ce 
qui précède que la perpendiculaire CE, élevée sur le milieu de 
la droite ÂB, est le lieu des points du plan également distants 
des deux points Â et B. 

Théorème XL 

La bissectrice AD d'un angle BAC est, dans Vangle, le lieu des 
points également distants des deux cotés de Vangle (fig, 24). 

Je dis d'abord que tout point M de la bissectrice est égale- 
ment distant des deux côtés de l'angle, c'est-à-dire que les 
deux perpendiculaires ME, MF, abaissées du point M sur les 

deux côtés de l'angle, sont égales 
entre elles. Car, si l'on fait tourner 
la partie DAC de la figure autour 
de la droite AD, pour l'appliquer 
sur l'autre partie, l'angle DAC 
étant égal à DAB, la droite AC 
prendra la direction AB, et les deux perpendiculaires MF, ME, 
abaissées du même point M sur la même droite AB, coïnci- 
deront (5). 

Je dis maintenant que tout point P situé en dehors de la bis- 
sectrice est inégalement distant des deux côtés de l'angle. Du 
point P j'abaisse les deux perpendiculaires PH, PF sur les côtés 
de l'angle; la perpendiculaire PF rencontrera la bissectrice en 
un certain point M; j'abaisse du point M la perpendiculaire ME, 
et je joins les deux points P et E par une ligne droite. Le point 
M étant sur la bissectrice, les deux perpendiculaires ME, MF 
sont égales. La perpendiculaire PH est plus courte que l'oblique 
PE (6); mais cette ligne droite PE est plus courte que la ligne 
brisée PM+ME; si l'on remplace la longueur ME par son égale 
MF, on voit que la droite PE est plus courte que PM + MF, c'est- 
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à-dire plus courte que PP. Ainsi la droite PH est plus courte que 
PE, et celle-ci plus courte que PF; donc, à plus forte raison, 
PH est plus courte que PF. 
Lorsque l'angle BAC (fig. 25) est obtus, il peut arriver que la 
^^^' ^'^' perpendiculaire PF tombe sur le 

prolongement de la droite AC; alors 
elle rencontre le côté AB en un point 
K. La perpendiculaire PH, étant plus 
courte que l'oblique PK, est, à plus 
forte raison, plus courte que PF. 
Il résulte de là que la bissectrice 
AG est, dans l'angle BAC, le lieu des points également distants 
des deux côtés de l'angle. 

Corollaire. Le lieu des points également distants de deux droites 
infinies AB, CD {C\g. 26), qui se coupent au point 0, ^e compose 
des deux bissectrices E6, FH des angles formés par ces droites. 

Si l'on mène les bissectrices OE, OF des deux angles adja- 
Fig. 26. cents AOC , COB , on sait que ces bissec- 

trices sont perpendiculaires entre elles, et 
que leurs prolongements divisent aussi en 
deux parties égales les angles opposés par 
le sommet (4,C). Mais, dans l'angle AOC, la 
bissectrice OE est le lieu des points éga- 
lement distants des deux côtés de l'angle; 
de même, dans l'angle BOC, la bissectrice OF est le lieu des 
points également distants des deux côtés de l'angle, et de même 
dans chacun des deux autres angles. Donc, dans toute l'étendue 
du plan, le lieu des points égalements distants des deux droites 
AB, CD se compose des deux bissectrices EG, FH. 

PAEALLàLBS. 

Définitions. 

l** Deux droites parallèles sont deux droites qui, situées 
dans le même plan, ne se rencontrent pas, si loin qu'on les 
prolonge. 
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Les deux droites AB, CD (fig. 27), sont parallèles. 

Fig. 37. Fig. M. 



F 



^^^^ ^ 



E B 



2* On peut regarder la parallèle CD comme la position limite 
vers laquelle tend la droite CE (flg. 28), quand on la fait tourner 
autour du point C, de manière que le point E, où elle coupe 
la droite AB, s'éloigne indéfiniment. Si l'on fait tourner de 
même la droite CP de manière que le point d'intersection E' 
s'éloigne indéfiniment sur la gauche, cette droite tendra aussi 
vers la parallèle CD. 

3* Nous admettrons comme une chose évidente que par un 
point donné G on ne peut mener qu'une seule parallèle CD à une 
droite AB, c'est-à-dire que toute droite CE, CF, différente de la 
parallèle CD, ira rencontrer la droite AB d'un côté ou de l'autre,^ 
si on la prolonge suffisamment. 

4'' 11 en résulte que deux droites parallèles à une troisièine 
sont parallèles entre elles; car, si ces deux droites se rencon-' 
traient, on pourrait, de leur point de rencontre, mener deux 
parallèles à une même droite, ce qui est impossible. 

5» On dit que deux angles sont supplémentaires lorsque leur 
somme est égale à deux angles droits. 

6° On dit que deux angles sont complémentaires lorsque leur 
somme.est égale à un angle droit. 



Fig. 29. * 
D 



Théorâme XII. 

Deux droites AB, CD (fig. 29), perpen- 
diculaires à %me mime droite AC , sont pa- 
ralVeles. 

Si les deux droites AB, CD se rencon- 
traient, on pourrait de leur point deren- 
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Fig. S«. 



contre abaisser deux perpendiculaires sur la droite AC, ce qui 
est impossible (5). Donc ces deux droites sont parallèles. 

Corollaire. Deux droites ABy CE (fig. 30), Vune perpendiculaire^ 
Vautre oblique à une même droite AG, se rencontrent. 

Par le point G élevons une perpendicu- 
laire CD sur la droite AC; les deux perpen- 
diculaires AB, CD à la même droite AC 
sont parallèles; l'oblique CE, diflférant 
_ de la perpendiculaire CD , c'est-à-dire 
de la parallèle CD à la droite AB , 
ira nécessairement rencontrer AB, si on la prolonge suffi- 
sammenL 

Lorsque l'angle ACE est aigu, l'oblique CE, étant située à 
gauche de CD, v^ rencontrer la perpendiculaire AB au-dessus 
de la ligne AC. Mais quand Tangle ACE est obtus, la rencontre 
a lieu au-dessous de AC. 



Théorème XIII. 

Étant données deux parallèles AB, CD (fig. 31), toute droite AC, 
perpendiculaire à Fune, est aussi perpendiculaire à tautre. 

Je suppose que la droite AC soit per- 
pendiculaire à AB; je dis qu'elle est 
aussi perpendiculaire à la parallèle CD. 
Remarquons d'abord que la droite AC, 
dififérant de AB, rencontrera nécessai- 
rement la parallèle CD en un point C. 
La droite AB étant perpendiculaire à 

AG, la parallèle CD ne peut être oblique à celte même droite ; 

car on sait qu'une oblique rencontre la perpendiculaire. 

Théorème XIV. 

Étant données deux droites parallèles AB, CJ) (fig. 32), tous les 
points de tune sont également distants de l'autre. 

Prenons deux points quelconques E, F sur la droite CD, et de 





Fig. SI. 
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ces deux points abaissons des perpendiculaires EG, FH sur AB; 
je dis que ces perpendiculaires, qui mesurent les distances des 
points E et F à la droite AB, sont égales. 

Fig. 32. En effet, par le point I, milieu de la 

droite EF, je mène une droite IK perpen- 
D diculaire à la droite CD, et je remarque que 

cette droite est aussi perpendiculaire à la 
parallèle AB (13). Je fais tourner la partie 

CIKA de la figure autour de la droite IK, 

pour l'appliquer sur Tautre partie; à 
cause des angles droits IKA, 1KB, la droite indéfinie KA prend 
la direction RB; à cause des angles droits KIG, KID, la droite 
indéfinie IG prend la direction ID ; la longueur lE étant égale 
à IF, le point E tombe en F; les droites EG, FH, étant alors 
des perpendiculaires abaissées du même point F sur la même 
droite KB, coïncident. Ainsi, tous les points de la paral- 
lèle GD sont situés à une même distance de la droite AB. 
Cette longueur constante EG mesure la distance des deux pa- 
rallèles. 



Fig. 33. 



-Corollaire L Le lieu des points également distants de deux 
droites parallèles AB, CD (fig. 33) est une parallèle EF menée à 'égale* 
distance des deux droites. Si par le milieu I de la perpendiculaire 

GH on mène une parallèle EF aux 

droites données, les distances de 

-^ chacun des points de celte droite 

aux deux droites AB et CD étant 

^ égales aux perpendiculaires IG, IH, 
T sont égales entre elles. D'ailleurs, on 
voit aisément que tout point non si- 
tué sur la parallèle EF est inégalement distant des droites AB, 
CD. La parallèle EF est donc le .lieu des points également dis- 
tants des droites AB, GD. 

Corollaire IL Le lieu des points situés à une distance donnée 
d'une droite EF (fig. 33) se compose de deux parallèles AB, GD à 
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cette droite^ menées à la distance donnée de part et (Tautre. Sur une 
perpendiculaire à la droite EF portons, à partir de cette droite, 
, et de part et d'autre , des longueurs IG , IH égales à la distance 
donnée, et par les points G et H menons des parallèles ÀB et CD 
à la droite EF ; tous les points de ces parallèles sont distants de 
la droite EF de la quantité donnée; d'ailleurs, les points non si- 
tués sur ces parallèles sont distants d'une quantité plus petite 
on plus grande. 

Théorème XV. 

Lorsque deux parallèles AB, CD (fig. 34) sont rencontrées par une 
sécanu EF, Us quatre angles aigus qui en résultent sont égaux entre 
eitx, ains^i que les quatre angles obtus. 

Soient G et H les points oii la sécante EF rencontre les deux 
parallèles. Je dis d'abord que les deux 
angles aigus HGA, GHD sont égaux. 
Par le point I, milieu de GH, j'abaisse 
une perpendiculaire IK sur AB; cotte 
droite KL, en vertu du théorème XIII, 
sera aussi perpendiculaire sur la paral- 
lèle CD. Je fais tourner la partie IGA de 
la figure, dans le plan, autour du point 
I comme autour d'un pivot, jusqu'à ce que la droite IG vienne se 
placer sur son égale IH ; l'angle GIR étant égal à son opposé 
par le sommet HIL, la droite indéfinie IK prendra la direction 
IL; les deux droites 6A, HD, passant alors par le même point 
H et étant perpendiculaires à la même droite IL, se confondent, 
et par conséquent les deux angles IGA, IHD coïncident. Ainsi les 
deux angles aigus HGA, GHD sont égaux. Les deux angles obtus 
HGB, GHG, supplémentaires des deux angles aigus égaux HGA, 
GHD, sont aussi égaux entre eux. ' 

Autour du point G on a quatre angles, deux aigus et deux 
obtus ; les deux angles aigus sont égaux comme opposés par le 
sommet (4), et aussi les deux angles obtus. Il en est de même 
autour du point H, ce qui fait ^n tout quatre angles aigus et 

THÉORIE. 2 





18 UVR£ U 

quatre angles obtus. Nous avons démontré que l'un des angles 
aigus qui ont leur sommet en G est égal à Vun de ceux qui ont 
leur ^mmet en H; on en conclut que les quatre angles aigus 
sont égaux entre eux. De même, les quatre angles obtus sont 
égaux entre eux. 

Remarque I. On à donné à ces angles des dénominations 
différentes. 

l<> Les deux angles aigus HGA, GHD (fig. 35), situés entre les 
Fig. 85 parallèles, et de part et d'autre delà sé- 

cante, sont dits alUrnes-intemes, Les deux 
angles HGB, GHG sont aussi alternes- 
internes. 

2"* Les deux angles aigus BG£, GHF, 
situés en dehors des parallèles, et de 
part et d'autre de la sécante, sont dits alternes-externes. Les deux 
angles obtus AGE, DHF sont aussi alternes-externes. 

3» Les deux angles aigus AGH, CHF, situés d'un même côté 
de la sécante, l'un entre les parallçles, l'autre en dehors, sont 
dits correspondants. Les deux angles obtus AGE, CHG sont aussi 
correspondants, de même que les deux angles aigus DHG, BGE, 
et les deux angles obtus BGH, DHF. 

4® Il résulte du théorème précédent que, lorsque deux paral- 
lèles sont coupées par une sécante, les angles alternes-internes sont 
égaux ^ ainsi que les angles allernes-externes et les angles corres- 
pondants, 

5« On peut remarquer encore que les deux angles AGH, GHC, 
situés entre les parallèles, et d'un même côté de là sécante EF, 
sont supplémentaires. 

Remarque II. Un point , qui se meut snr une droite ÀB, peut 
marcher dans deux sens contraires ; il peut aller de A vers B ou de 
B vers A ; ceci nous amène à distinguer spr la droite deux direc- 
tions opposées. Étant donné un angle AGF, si l'on imagine que 
. deux points, partant du sommet G, se meuvent sur les côtés GA, 
GF, en aura une idée nette des directions de ces côtés. Quand 
on remplace un côté GF par la direction opposée GE, on obtient 
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Tangle supplémentaire ÂGE. Quand on remplace les deux côtés 
GA, GP par les directions opposées GB, GE , on obtient l'angle 
B6E, opposé par le sommet et égal au premier (4). 

Considérons deux droites parallèles AB, GD^ que nous coupe- 
rons par une sécante EF. Si deux points se meuvent sur ces 
parallèles de manière à tendre yers les extrémités A et G, qui 
sont situées d*un même côté de la sécante EF , on dira que les 
deux points se meuvent dans le même sens. De même , si les 
points tendent vers les extrémités B et D. D'après cela, on peut 
regarder deux angles correspondants AGF, CHF comme ayant 
leurs côtés dirigés dans le même sens; les deux côtés GF et HF 
sont évidemment dirigés dans le même sens sur la droite EF; 
les deux côtés parallèles GA et HG, situés d'un même côté de la 
sécante EF, sont aussi dirigés dans le même sens. 

Théorème XVI. 

Réciproquement, lorsque deux droites AB, GD, rencontrées par 
une sécante EF (fîg. 36), forment avec ceUe-ci deux angles alternes- 
iniemeSf ou deux angles aUemes-exlemeSy ou deux angles corres- 
pondants^ égaux entre eux^ ces deux droites sorU paraUèles^ 

Supposons d*abord les deux angles alternes-internes HGA, 
6HD égaux entre eux. Par le point I, milieu de GH, j^abaisse 
une perpendiculaire IR sur AB, et 
je prolonge cette droite de l'autre côté 
du point I suivant IL. Comme précé- 
demment , je fais tourner la partie 
IGA de la figure dans le plan, autour 
du point I comme autour d'un pivot , 
jusqu'à ce que la droite IG vienne se 
placer sur son égale IH; Tangle IGA 
étant égal à l'angle IHD par hypothèse, 
la droite GA prendra la direction HD; l'angle GIK étant égal à 
son opposé parle sommet HIL, la droite IK prendra la direc- 
tion IL. Ainsi les deux droites GA et IK coïncident respective- 
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ment avec les deux droites HD, IL; les deux premières étant 
perpendiculaires entre elles, les deux autres le sont également. 
Les deux droites AB, CD, étant perpendiculaires à la même 
droite KL, sont parallèles (12). 

Supposons maintenant les deux angles correspondants AGH, 
CHF égaux entre ^ux; on en conclut l'égalité des angles alternes- 
internes HGA, GHD, ce qui ramène au cas précédent. 

Théorème XVII. 

Deux angles BAC, EDP (Bg. 37), qui ont leurs côtés parallèles, 
et dirigés dans le même sens^ sont égaux. 

Jb prolonge le côté FD jusqu'à sa rencontre avec AB au 
point H. Les deux angles FDE, FHB sont 
égaux comme correspondants, par rap- 
port aux parallèles DE , AB, coupées par 
la sécante FH (14). Les deux angles FHB, 
CAB sont aussi égaux comme corres- 
pondants, par rapport aux deux paral- 
lèles AC, HF, coupées par la sécante AB. 

Les deux angles FDE, GAB, étant égaux à Fangle FHB, sont 

égaux entre eux. 

Remarque. Si Ton prolonge les côtés de Tangle EDF, on 
forme autour du point D quatre angles, qui ont leurs côtés res- 
pectivement parallèles à ceux de l'angle BAC. 

Nous avons déjà démontré que l'angle EDF est égal à l'an- 
gle A. L'angle GDH, qui est égal à l'angle EDF comme opposé 
par le sommet, égaile aussi l'angle A. Chacun des angles FDG, 
EDH est supplémentaire de l'angle EDF, et par conséquent de 
Tangle A. Ainsi, des quatre angles fermés aulour du point D 
par les parallèles aux côtés de l'angle A, deux sont égaux à 
l'angle A , deux supplémentaires. L'angle est égal lorsque les 
côtés sont dirigés tous deux dans le même sens, ou tous deux 
dans le sens contraire; il est supplémentaire, lorsqu'un côté est 
dirigé dons le même sens, l'autre dans le sens contraire. 
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Théorème XVIU. 

Deux angleSy qui ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun^, 
sont égaux ou supplémentaires. 

Imaginous que l'on fasse tourner Fangle BAC autour de son 
Fig. 38. . sommet A comme autour d'un pi- 

vot, dans le plan, pour ramener 
dans la position DAE (Gg. 38). Il 
est clair que les angles BAD, GAE, 
déci'its dans ce mouvement par 
les deux côtés de l'angle BAC, sont 
égaux entre eux; car ces deux 
angles, augmentés respectivement 
des angles égaux DAE, BAC, donnent la même somme BAE. Si 
le côté AB décrit un angle droit BAD, le côté AG décrit aussi un 
angle droit GAE; dans cette position, l'angle DAE a ses côtés 
perpendiculaires aux côtés de l'angle BAG. 

Traçons maintenant dans le plan deux droites perpendicu- 
laires, l'une au côté AB, l'autre au côté AC. Ges droites , étant 
respectivement parallèles aux droites ÀD , AE , forment autour 
de leur point d'intersection I deux angles égaux à l'an- 
gle DAE (17) et par conséquent à l'angle BAG, et deux sup- 
plémentaires. 




Définitions. 

l"* Un triangle est une portion de plan ABC (fîg. 39) terminée 
par trois lignes droites. 

Fig. 39. Ges trois droites sont les côtés du triangle. 

Chacun des angles, formé par deux côtés 
consécutifs, est un angle du triangle. 
Les sommets de ces trois angles sont les 
B sommets du triangle. 

2« Un triangle isocèle est un triangle qui a deux côtés égaux. 
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Le triangle ABC (Gg. 40), dans lequel les deux côtés AB et AC 
sont égaux, est un triangle isocèle- 

Fig. ko. Fig. 41. 





Fig. 42. 




Le troisième côté BC s'appelle base^ et le sommet opposé A 
porte spécialement le nom de sommet du triangle isocèle. 

3» Un triangle équilatéral est un Iriangle qui a ses Irois côtés 
égaux. 

Le^ triangle ABC (fig. 41), qui a ses trois côtés égaux, est un 
triangle équilatéraL 

4'» Un triangle rectcCngle est un 
triangle qui a un angle droit. Le 
côté BC (flg. 42), opposé à l'angle 
droit A, s'appelle hypoténuse. 

Théorème XIX, 

La somme des trois angles d*un triangle ABC est égale à deux an- 
gles droits. 

Je prolonge le côté AC (fig 43) suivant CD, et par le sommet G 
je mène une parallèle CE au côté AB. Les deux angles CAB, 
pjg. 43. DCE sont égaux comme correspon- 

B^ dants, par rapport aux parallèles AB, 
CE, coupées par la sécante AD (15). 
Les deux angles ABC, BCE sont égaux 
^ comme alternes-internes, par rap- 
port aux mêmes parallèles coupées par la sécante BC. Donc 
les deux angles A et B du triangle sont égaux aux deux angles 
DCE, ECB; or ces derniers, avec le troisième angle BCA, font 
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antour da point G, et d'un même cdté de la droite AD, une 
somme égale à deux angles droits (2) ; donc aussi la somme des 
trois angles du triangle est égale à deux angles droits. 

Corollaire I. ToiU angle extirieur 6CD, formé par un côté GB 
d'un tfiangle ABC et le prolongement CD d'un autre fiâté AG, eU 
égal à la somme des deux angles intérieurs non adjacents A et B. 
Car cet angle BCD se compose de deux parties DGE, EGB res- 
pectivement égales aux deux angles A et B du triangle. 

Gorollâirs U. Lorsqu*un triangle a un angle droit ou obt^s^ les 
deux autres angles sont aigus. En effet, puisque la somme des 
trois angles est égale à deux angles droits, si l'un d'eux est 
égal ou supérieur à uri angle droit, il faut que chacun des deux 
autres soit plus petit qu'un angle droit. 

Corollaire IIL Dans un triangle rectangle les deux angles 
aigus sont complémentaires. En efTet, puisque le triangle a un 
angle droit, la somme des deux autres angles est égale à un 
angle droit. 

Corollaire IV. Lorsque deux triangles ont deux angles égaux 
chacun à chacun^ ils ont les trois angles égaux. Car le troisième 
angle, devant faire deux angles droits avec la somme des deux 
autres, est le même de part et d*autre. 

Théorème XX. 

Deux triangles ABC, DEF (fig. 44), qui ont un angle égal com-^ 
pris entre deux câtés égaux chacun à chacun, S09U égaux. 

Fig. 44. 




Soit l*ang1e D égal à l'angle A , le côté DE égal à AB , et le 
côté DF égal à AG. 
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. Pour opérer la superposition des triangles, je place le côté DE 
sur le côté égal AB. Puisque l'angle D est égal à l'angle A, le 
côté DF prendra la direction AG ; et comme la longueur DF est 
égale à AC, le point F tombera en G; le troisième côté EF se 
confond alors avec BG, et les deux triangles coïncident. Geci 
montre bien que les deux triangles sont égaux. 

Théorème XXI. 

Deux triangles ABG, DEF (fig. 45), qui ont un côté égal adjacent 
à deux angles égaux chacun à chacun^ sont égaux. 

Soit le côté DE égal à AB, l'angle D égal à A, et l'angle E 
égal à b'. 
Je place le côté DE sur son égal AB ; x^omme l'angle D est 

Fig. 45. 




égal à l'angle A, la droite indéfinie DF prendra la direction AG ; 
comme Tangle E est égal à l'angle B, la droite indéfinie EF 
prendra la direction BG. Puisque les deux droites DF, EF se con- 
fondent avec les deux droites AG, BG, le point F, intersection des 
deux premières, se confond avec le point G, intersection des 
deux dernières, et les deux triangles coïncident. 

GoROLLAiRE. Deux triangles rectangles y qui ont un côté égal et 
im angle aigu égal, sont égaux. Car l'autre angle aigu est aussi 
égal, et les deux triangles sont égaux, comme ayant un côté 
égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Théorème XXII. 

Lorsque deux triangles ABC, DEF (fig. 46) ont deux côtés égaux 
chacun à chacun, et que V angle compris est plus grand dans le pre- 
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mier triangle que dans le second, le troisième côté du premier trian- 
gk est plus grand que le troisième côté du second, 

Fig. 46. 




Soit le côté AB égal à DE, le côté AC égal à DF, et Tangle BAC 
plus grand que l'angle EDF, je dis que le côté BG est plus grand 
que le côté EF. 

En effet, j'amène le second triangle DEFdans la position ABG; 
pour cela je place le côté DE sur le côté égal AB ; puisque 
l'angle D est plus petit que l'angle A , le côté DF tombe en A6 
dans l'intérieur de l'angle BAC, et le côté EF se place sur BG. 
II s'agit de démontrer que le côté BG du premier triangle est plus 
grand que le côté EF ou BG du second. Je mène la bissectrice AH 
de l'angle GAG ; cette bissectrice rencontre la ligne BG en un 
certain point H ; je joins les deux points G et H par une ligne 
droite. Les deux triangles GAH, GAH sont égaux comme ayant 
un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à cha- 
cun (20), savoir: l'angle GAH égal à GAH, puisque la ligne AH 
divise l'angle GAG en deux parties égales, le côté AH commun, 
le côté AG égal à DF et par conséquent à A€. Donc le troisième 
côté HG est égal à HG. Or la ligne droite BG est plus courte que 
la ligne brisée BH + HG; si l'on remplace la longueur HG par 
son égale HG , on voit que la ligne BG est plus courte que 
BH + HG, c'est-à-dire plus courte que BG. 

Corollaire. Réciproquement, lorsque deux triangles ABC, DEY 
(fig 46) ont deux côtés égaux chacun à chacun^ et que le troisième 
coté BG du premier est plus grand que le troisième côté EF du se- 
cond, Vafigk' opposé k du premier triangle est plus grand que 
V angle opposé H du second. D'après le théorème précédent, lors- 
que l'angle A est plus grand que l'angle D , le côté BG est lui- 
même plus grand que le côté EF, et, lorsque l'angle A est plus 
petit que l'angle D, le côté BG est plus petit que le côté EF; 



26 UVRE I. 

d'après le théorème XX, lorsque l'angle A est égal à l'angle^D, 
les deux triangles étant égaux, le côté BG est égal au côté EF. 
Pour que le côté BG soit plus grand que EF, il faut donc né- 
cessairement que Tangle A soit plus grand que l'angle D. 

Théorème -XXIII. 

Deux triangles ABG, DEF (fig. 47), qui ont lev/rs trois côtés égaux 
chacun à chacun, sont égaux. 
Soit AB égal à D£, AG égal à DF, BG égal à EF. D'après le 

Fig. 47. 




théorème précédent, lorsque les deux angles A et D, compris 
entre deux côtés égaux chacun à chacun, diffèrent, les côtés 
opposés BG et EF diffèrent aussi; puisque ces deux côtés sont 
égaux, il faut nécessairement que les angles A et D soient 
égaux; alors les deux triangles ont im angle égal compris entre 
deux côtés égaux chacun à chacun ; donc ils sont égaux (20). 

Remarque. Lorsque deux triangles sont égaux, les trois côtés 
et les trois angles sont égaux chacun à chacun, et l'on doit re- 
marquer que les côtés égaux sont opposés aux angles égaux, et 
réciproquement. 

Théorème XXIV. 

Detix triangles rectangles ABG , DEF (fig. 48), qui ont Fhypoté- 
nuse é^ale et un côté de V angle droit égal^ sont égaux. . 
Soit l'hypoténuse BG égale à EF, et le côté AC égal à DF. Je 
F%. 4S. place le côté DF sur son 

égal AG ; à cause des an* 
gles droits y la droite in- 
définie DE prendra la 
direction AB; les deux 
hypoténuses sont alors 
deux obliques égales menées du même point G à la même 
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droite AB ; donc elles s'écartent également du pied de la per- 
penjliculaire (9), c'est-à-dire que la distance DE est égale à AB, 
et les deux triangles coïncident. 

- Théorèïœ XXV. 

Dans un triangh isocèk ABC (Og. 49), les angles opposés aux 
côtés égaux sont égaux. 

Soit le côté AB égal à AG ; je dis que Tangle G est égal à 

l'angle B. 

Je joins le sommet A au point D, milieu de 
la base BG. Les deux triangles AGD, ABD sont 
égaux , comme ayant les trois côtés égaux cha- 
cun à chacun (23), savoir : le côté AG égal à AB 
par hypothèse, le côté GD ^gal à DB, puisoue le 
pomt D est le milieu de BG, et le côté AD corn- 
mun. Donc l'angle G , opposé au côté AD dans 

le premier triangle, est égal à l'angle B, opposé au même côté 

dans le second triangle. 

Corollaire I. La droite AD, qui joint le sommet d'un triangle 
isocèle au milieu de la bascy est perpendiculaire sur la base^ et, de 
plus, bissectrice de Pangle au sommet. Car, d'une part, les deux 
angles adjacents ADG, ADB, opposés à des côtés égaux AG, AB 
dans les deux triangles égaux, sont égaux, et par conséquent la 
droite AD est perpendiculaire sur BG ; d'autre part, les deux 
apgles GAD, BAD, opposés aussi à des côtés égaux « sont égaux, 
et par conséquent la droite AD divise l'angle A du triangle iso- 
cèle en deux parties égales. 

GoKOLLAiRE IL Un triangle équilatéral ABG 
(fig 50) est en même temps équiangle. En 
eCTet, de ce que le côté AB est égal à AG» on 
conclut que l'angle G est égal à B ; de ce que 
le côté GA est égal à GB, on conclut de 
même que l'angle B est égal à A. Donc les 
trois angles sont égaux entre eux. 
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Théorème XXVI. 




. ftéciproquemenl, lorsqu*un triangle ABC (fig. 51) a deux an- 
gles égaux, les deux cotés opposés aux angles égaux sont égaux, et le 
triangle est isocèle. 

Soit l'angle B égal à C ; je dis que le côté AG est égal à AB. 
J'imagine que le triangle ABC ait été retourné et appliqué 
Fig. 5f. sur son autre face en ACB ; 

puis je porte le second triangle 
sur le premier en plaçant le 
côté CB sur son égal BG, de 
manière que le point G tombe 
en B et le point B en G ; puis- 
"b que l'angle G est égal à l'an- 
gle B, le côté GA du second triangle prendra la direction BA 
du premier, et le côté BA la direction GA. Le second triangle 
coïncidera alors avec le premier, et le côté GA du second se 
confondra exactement ^vec le côté BA du premier. Donc les 
deux côtés AG et AB , opposés aux angles égaux B et G , sont 
égaux, et par conséquent le triangle est isocèle! 

GoROLLAiRE. Un triangle équiangle est en même temps équilatéraL 
Théorème XXVU. 

Lorsque dans un triangle un angle est plus grand qu'un autre^ 
le côté opposé au premier angle est plus grand que le côté opposé 
au second. 

Soit l'angle B plus grand que l'angle G (fig. 52) ; je dis que le 
côté AG, opposé au premier angle, est plus 
grand que le côté AB, opposé au second. 

Dans le plus grand angle B, je fais l'an- 
gle GBD égal au plus petit G ; la droite BD, 
située dans l'angle ABG , rencontrera le 
côté AG en un point D. Le triangle DBG, 
ayant deux angles égaux, est isocèle (26), et les deux côtés DG 
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et DB, opposés aux angles égaux, sont égaux. Or, la ligne 
droite AB est plus courte que la ligne brisée AD-fDB; si Ton 
remplace la longueur DB par son égale DG, on voit que le côté 
AB est plus petit que AC. 

Corollaire. Réciproquement, lorsque dans un triangle un côté* 
est plus grand qu'un autre, V angle opposé au premier côté est plus 
grand que Vangle opposé au second. Soit le côté AC plus grand 
que AB; je dis que l'angle B est plus grand que C. Il résulte en 
effet des deux théorèmes précédents que, suivant que Tangle B 
est supérieur, égal ou inférieur à l'angle G, le côté opposé AC 
est lui-même supérieur, égal ou inférieur à AB. Pour que le 
côté AC soit plus grand que AB, il faut donc nécessairement que 
Tangle B soit plus grand que C. 

POLTGOHB8. 

Définitions. 

1* Un polygone est une portion de plan ABGDE (fig. 53) termi- 
née de toute part par des lignes droites. 

Ces lignes droites sont les côtés du poly- 
gone. 

L'ensemble des côtés constitue le péri- 
mètre du polygone. 




2"* Chacun des angles formés par deux 
côtés consécutifs est un angle du polygone. 

Les sommets de ces angles sont les som- 
mets du polygone. 

a*" On nomme diagonale du polygone une droite telle que AC 
qui joint deux sommets non consécutifs. 

• 4<* On classe les polygones d'après le nombre de leurs côtés. 

Le triangle est le polygone'de trois côtés. 

Le quadrilatère est le polygone de quatre côtés. 

Le pentagone a cinq côtés; rAftraflfonc en a six , Y heptagone sept , 
Yoctogone huit, etc. 
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Théorème XXVIII. 

La somme des angles d'wa polygone est égale à autant de fois deux 
angles droits qu'il y a de côtés moins deux. 

Soit le polygone ABGDEP (fig. 54). ftr le sommet A, je mène 
les diagonales AG, AD, AE; je partage ainsi 
le polygone en autant de triangles qu'il y 
a de côtés moins deux. En efifet, si Ton re- 
garde le point A comme le sommet com- 
mun de tous ces triangles^ qhaque côté 
BG, CD, DE du polygone servira de base 
à un triangle , à l'exception des deux 
côtés AB, AP qui forment l'angle A du polygone. 

On voit d'ailleurs que les angles de tous ces triangles, pris 
ensemble et groupés convenablement , forment les angles 
mêmes du polygone; or la somme des angles de chaque triangle 
est égale à deux angles droits (19); donc on aura en tout, pour 
la somme des angles du polygone, autant de fois deux angles 
droits qu'il y a de triangles, c'est-à-dire qu'il y a de côtés moins 
deux. 

Corollaire I. La somme des quatre angles d'un quadrilatère est 
égale à quatre angles droits. Car, le nombre des côtés, moins deux, 
étant deux, la somme des angles est égale à deux fois deux, 
c'est-à-dire à quatre angles droits. 

Corollaire IL La somme des angles d'un- pentagone est 
égale à trois fois deux , c'est-à-dire à six angles droits : la 
somme des angles d'un hexagone est égale à huit angles 
droits , etc. 

Remarque. Dans ce qui précède, nous avons supposé le poly- 
gone convexe, c'est-à-dire tel qu^l soit situé tout entier d'un 
môme côté, par rapport à chacun de ses côtés indéfiniment pro- 
longé. Si le polygone n'élait4)as convexe, il offrirait des angles 
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rentrants; tel est le polygone ABGMIFG (fig. 55), qui présente un 
Fig. 55. angle rentrant BCD. Dans ce cas, le théo- 

rème subsiste toujours, pourvu que Ton 
remplace chaque angle rentrant parTexcës 
de quatre angles droits sur cet angle. En 
effet, la diagonale FG partage le polygone 
en deux polygones convexes ; puisque dans 
chaque polygone la somme des angles est 
égale à autant de fois deux angles droits 
qu*il y a de côtés moins deux, la somme des 
angles des deux polygones est égale à autant de fois deux angles 
droits qu'il y a de côtés dans les deux polygones moins quatre; 
la diagonale est comptée ainsi deux fois. Si l'on en fait abstrac - 
tion, on peut dire que la somme totale est égale à autant de fois 
deux angles droits qu'il y a de côtés dans le polygone proposé, 
moins deux. Dans cette somme entrent les deux angles BGF, 
DGF, qui ont leur sommet en G. La somme de ces deux angles 
étant égale à quatre angles droits, moins l'angle rentrant BGD, 
on voit que, dans l'évaluation de la somme des angles du poly- 
gone, il faut remplacer chaque angle rentrant BGD par l'excès 
de quatre angles droits sur cet angle. 



PAmALLÉLO€BÂMMES. 

Dèfinitieas. 

«^ 
1« On appelle quadrilatère un polygone de quatre côtés ÀBGD 
(fig. 56). 

2« Lorsque deux côtés AB, CD sont parallèles (fig. 57), le qua- 
drilatère porte spécialement le nom de trapèze. 

ir Lorsque les quatre t(Aès sont parallèles deux à deux, le 
quadrilatère reçoit le nom de paraUilogramme. Le quadrilatère 
ABGD (tlg. 58), dans lequel les deux côtés AB, GD sont parai- 
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lèles, ainsi que les deux autres côtés AD, BC, est un parallé- 
lograname. 

Fig. 56. 

C 

D_, ""^ Fig. 57. Fig. 58. 

D C 

/ ~7 




B A 



4<> On appelle rectangle un parallélogramme qui a ses quatre 
angles droits (fig. 59). 

5° Losange, un parallélogramme qui a ses quatre côtés égaux 
(fig. 60). 



Fig. 59. 




Fig. «1. 



6*» Enfin, on nomme carré un parallélogramme qui a à la fois 
ses angles droits et ses côtés égaux (fig. 61). 

Théorème XXIX. 

Dans un parallélogramme ABGD (fig. 62), les côtés opposés so7it 
égaux f ainsi que les angles opposés. 

Je démontrerai d*abord qu*une diagonale BD partage le pa- 
rallélogramme ea deux triangles égaux. £n effet, le côté BD 
Fig. 63. est conimun; les angles ABD, BDG sont 

D^ jc égaux comme alternes - internes , p^ar 

rapport aux parallèles AB, DG, coupées 

par la sécante BD (15); les angles ADB, 

^ ■ DBG sont aussi égaux comme alternes- 

internes, par rapport aux parallèles AD, BG, coupées par la 



\. 
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sécante BD. Les deux triangles ÂBD, BDG ont donc un côté 
égal adjacent à deux angles égaux, et par conséquent sont 
égaux (21). Dans ces triangles égaux, les deux côtés AD, BC, oppo- 
sés aux angles égaux ABD, BDG, sont égaux. De même les deux 
côtés AB, DC, opposés aux angles égaux ADB, DBG, sont égaux. 
Les deux angles A et G du parallélogramme, opposés au côlé 
commun BD, dans les deux triangles égaux, sont égaux. Les 
deux angles opposés B et D du parallélogramme, étant formés 
de parties égales, sont aussi égaux. 

Corollaire L Lorsqu'un angle d'un parallélogramme est 
droit, les autres angles sont aussi droits, et la figure esl un rec- 
tangle. Supposons l'angle A droit (fig. 63); l'angle opposé G, 
qui lui est égal, sera aussi droit; d'ailleurs la droite AD, per- 
pendiculaire à AB, est aussi perpendiculaire à la parallèle DG 
donc l'angle D est droit, et par suite son opposé B. 

Fig. 63. 




G 

GoROLLAiRE IL Lorsquc deux côtés consécutifs d'un parallélo- 
gramme sont égaux, tous les côtés sont égaux, et la figure est 
un losange. Supposons les deux côtés adjacents AB et AD 
(fig. 64) égaux entre eux; les deux autres côtés, opposés 
aux premiers, sont égaux à ceux-là et par conséquent égaux 
entre eux. 

Théorème XXX. 

Réciproquement, un giLadrilatère, qui a ses côtés opposés égaux, 
Fig. 65. ou ses angles opposés égaux ^ est un pa- 

D c rallèlogramme, 

^ ^ 1° Je suppose d'abord le côté AB 

(fîg. 65) égal à DG et le côté AD égal à 
BC ; je dis que les côtés égaux sont parallèles. Je mène la diago- 

THÉORIE. 3 
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nale BD; les deux triangles ÂBD, GBD sont égaux, comme ayant 
les trois côtés égaux chacun à chacun. Les angles ABD, BDG, 
opposés dans ces triangles égaux à des côtés égaux, sont égaux ; 
donc les droites AB, DC, qui font avec une sécante BD des angles 
alternes-inlcrnes égaux, sont parallèles (16). De même le côté 
AD est parallèle à BC. Donc la figure est un parallélogramme. 
2*» Je suppose maintenant Tangle A (fig. 66) égal à G, et l'angle 
Fig. 66. B égal à D. La somme des angles d'nn 

quadrilatère est égale à quatre angles 
droits (28) ; la somme des deux an- 
gles A et B étant égale à celle des deux 
* " autres angles G et D, chacune de ces 

sommes partielles est la moitié de la somme totale» et vaut deux 
angles droits. Je prolonge le côté AB suivant BE; la somme des 
deux angles A et B du quadrilatère étant égale à deux angles 
droits, ainsi que celle des deux angles adjacents GBA, GBE, les 
angles correspondants A et GBE sont égaux et par suite les deux 
droites AD, BC sont parallèles.(16). L'angle G étant égal à l'angle 
A et par suite à l'angle alterne-interne GBE, les deux droites AB, 
GD sont aussi parallèles. Donc la figure est un parallélogramme. 

Théorème XXXL 

Un quadrilatère, qui a deux côtés opposés égaux ètparallèleSy est 
un parallélogramme. 

Soit le côté AB (fig. 67) égal et parallèle à DG. Je mène la dia- 
gonale BD. Les deux triangles ABD, BDG sont égaux, comme 
Fig. 67. ayant un angle égal compris entre deux 

côtés égaux chacun à chacun, savoir : 
l'angle ABD égal à BDG, comme alternes- 
internes, par rapport aux parallèles AB, 
DG, coupées par la sécante BD; le côté AB 
égal à DG par hypothèse, et le côtéBD commun. Les angles 
ADB, DBG, opposés dans ces triangles égaux à des côtés égaux, 
sont égaux; donc les droites AD, BG, qui forment avec la se- 
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eante BD des angles allernes-internes égaui, sont parallèles. 
Ainsi la figure est un parallélogramme. 

Th^orèmb XXXIL 

Les diagonales d^un parallélogramme se coupent mutuellement en 
deux parties égales. 

Soit (fig. 68) le point de rencontre des deux diagonales du 
Fig. 68. parallélogramme ABCD. Le côté AB est 

5^ j: égal à son opposé DC ; les angles alternes- 
internes OAB, OGfi sont égaux, et de 
même les angles OBA , ODG. Donc les 
* ** deux triangles AOB, COD sont égaux, 

comme ayant un côté égal adjacent à deux angles égaux 
chacun à chacun. Les côtés OA et 00, opposés dans ces deux 
triangles égaux à des angles égaux, sont égaux ; de même OB 
est égal à OD. Ainsi chaque diagonale est partagée au point 
en deux parties égales. 

GoROLLAïKE I. Réciproquement, lorsque les diagonales AG, BD 
d'un quatrUatère se coupent mutuellement en deux parties égales , 
la figure est un parallélogramme. En effet, les deux triangles 
AOB, COD sont égaux, comme ayant un angle égal compris 
entre deux côtés égaux chacun à chacun, et par suite les deux 
côtés opposés AB et DG sont égaux et parallèles. 

Fig. 69. GoROLLAiRE IL Lcs diagouoles d^un losange 

ABCD (fig. 69) sont perpendiculaires entre elles. 
Le losange ayant ses quatre côtés égaux, les 
deux points B et D sont également distants 
des deux extrémités A et G de la droite AC, 
et la droile BD qui passe par ces deux points 

est perpendiculaire sur le milieu de AC (10). 

I 

Corollaire III. Les diagonales d'un rectangle ABCD (fig. 70) 
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sont égales entre elles. En effet, dans les triangles rectangles BÂD, 
Fig. 70. ABC , les angles droits sont égaux, le côté AD 

est égal à BG et le côté AB commun ; donc 
ces deux triangles sont égaux comme ayant 
un angle égal compris entre deux côtés 
égaux chacun à chacun, et le troisième 

côté BD de l'un est égal au troisième* côté AG de Vautre. 




EXERCIGES SUR LE LIVRE L 

THÉORÈMES A DÉMONTRER. 

1. Si, dans un triangle, la droite qui joint le sommet au milieu de la base est 
perpendiculaire sur cette base, le triangle est isocèle. 

2. Si, dans- un triangle, la droite qui partage un angle en deux parties éga- 
les, partage aussi le côté opposé en deux parties égales, le triangle est isocèle. 

3. Si, dans un triangle, la droite qui partage un angle en deux parties éga- 
les, est perpendiculaire sur le côte opposé, le triangle est isocèle. 

4. Les perpendiculaires élevées sur les trois côtés d'un triaogle, par leurs 
^milieux , se coupent en un même point. 

5. Les bissectrices des trois angles d'un triangle se coupent en un même 
point. 

6. Les perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle sur les côtés op- 
posés se coupent en un même point. 

7. Si, dans un triangle, les perpendiculaires abaissées de deux sommets sur 
les côtés opposés sont égales , ces côtés sont égaux. 

8. Dans un triangle isocèle , la somme des perpendiculaires abaissées d'un 
point quelconque de la base sur les deux autres côtés est constante. 

9. Dans un triangle équilatéral, la somme des perpendiculaires abaissées 
d'un point quelconque de l'intérieur du triangle sur les trois côtés est con- 
stante. 

iO. Si l'on prolonge les côtés d'un polygone convexe dans le même sens, la 
somme des angles extérieurs est égale à quatre angles droits. 

il. Si dans un quadrilatère les diagonales se coupent en parties égales et 
à angle droit, la figure est un losange. 

12. Si dans un quadrilatère les diagonales se coupent en parties égales et 
sont égales, la figure est un rectangle. 

13. si dans un quadrilatère les diagonales se coupent en parties égales , 
angle droit, et sont égales, la figure est un carré. 
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44. Dans un triangle, la droite qui joint les milieux de deux côtés est pa- 
rallèle au troisième et égale à sa moitié. 

iS.-Dans un quadrilatère, les milieux des quatre côtés sont les sommets 
d'un parallélogramme. 

Examiner dans quels cas ce parallélogramme devient un rectangle , un lo- 
sange , un carré. 

i6. Dans un quadrilatère, les droites qui joignent les milieux des côtés op- 
posés se coupent mutuellement en deux parties égales. 

i7- Les bissectrices des angles d'un parallélogramme forment un rectangle, 
dont les diagonales sont parallèles aux côtés du parallélogramme et égales à 
leur différence. 

18. On appelle médiane la droite qui joint un sommet d'un triangle au mi- 
lieu du côté opposé. Démontrer que deux médianes d'un triangle se coupent 
mutuellement en deux parties qui sont dans le rapport de 1 à 2. 

En déduire que les trois médianes d'un triangle se coupent en un même point. 

19. On a tracé la droite qui joint les milieux de deux côtés opposés dans un 
quadrilatère, et on a mesuré la distance du milieu de cette ligne à une droite 
quelconque située dans le plan du quadrilatère. Démontrer que cette distance est 
moyenne arithmétique entre les distances des quatre sommets à la même droite. 

PBOBLÈMES. 

1 . Quel est le lieu géométrique des points dont la somme des distances à 
deux droites données est constante? 

2. Quel est le lieu géométrique des points dont la différence des distances à 
deux droites données est constante? 

3. Lieu des milieux des portions de droites comprises entre deux parallèles. 

4. Lieu des milieux des portions de droites comprises entre un point et une 
droite donnés. 

5. Lorsqu'une bille de billard , s'avançant contre une bande MN dans une 

direction ÂG , a rencontré cette bande , elle s'en 
^ éloigne suivant une direction CB telle, que l'an- 
gle de réflexion BCN est égal à l'angle d'inci- 
dence ACM. Quel chemin doit suivre la bille pour 
"^ aller d'un point donné À à un point donné B , 
après une réflexion sur la bande MN? 
Démontrer que le chemin suivi par la bille est plus court que tout autre che- 
min allant du point A au point B en touchant la bande. 

€. Même question si Ton veut que la bille aille du point A au point B après avoir 
touché deux ou trois ou quatre bandes (le billard étant supposé rectangulaire). 

Démontrer que , dans chaque cas , le chemin suivi par la bille est plus court 
que tout autre chemin allant du point A au point B et touchant les mêmes 
bandes. 
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LE CERCLE 

Déanitions. — Arà etxordes. — Tangente. — Intersection et contact 
de deux cercles. — Mesure des angles. — Problèmes du livre IL 

DÉFINITIONS. 

!• Un cercle (fig. 71) est une portion de plan terminée par 
une ligne dont tous les points sont également distants d'un 
point intérieur appelé centre. 

Fig. 71. La circonférence du cercle est la ligne 

courbe qui le termine. 

2* On nomme rayon la droite OA (fig. 72) 
qui joint le centre à un point quelconque de 
la circonférence. 

D'après la définition du cercle, tous les 
rayons sont égaux entre eux. 

3* Un diamètre est une droite BC passant 
par le centre et terminée de part et d'autre 
à la circonférence. 

Un diamètre se composant de deux rayons, 
tous les diamètres sont égaux entre eux. 

4<» Un arc de cercle est une portion AMB 
(fig. 73) de la circonférence. 

5^ Une corde est la droite AB qui joint 
deux points quelconques de la circonfé- 
rence. 

On dit que l'arc AMB est sous-tendu parla 
corde AB. 

6* Un segment de cercle est la portion du cercle comprise 
entre la corde AB et l'arc AMB sous-tendu par cette corde. 



Fig. 72. 
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Une corde AB partage le cercle en deux segments AMB, 
ANB, 

7« Un secteur est la portion du cercle comprise entre un arc 
AMB (fig. 74) et les deux rayons OA, OB, menés 
aux extrémités de cet arc. 

8» Un angle au centre est un angle AOB qui a 
son sommet au centre du cercle. 

9* On appelle angle inscrit un angle formé 
par deux cordes qui se coupent sur la circon- 
férence. 

l(y D'après la définition du cercle, tous les points de la cir- 
conférence sont également distants du centre, et cette distance 
est égale au rayon. Il est visible que les points situés à l'inté- 
rieur du cercle sont à une distance du centre moindre que le 
rayon, et que les points situés à l'extérieur sont à une distance 
plus grande que le rayon. Ainsi, on pourra considérer la cir- 
conférence comme le lieu des points sftiités à une distance du centre 
égale au rayon. 

1 1"" Il résulte aussi de la définition que dev>x cercles de même 
rayon soru égaux. Car, si l'on place les deux cercles l'un sur 
l'autre, de manière que les centres coïncident, les deux circon- 
férences coïncideront aussi, puisque tous les points sont égale- 
ment distants du centre. 

Si l'on fait tourner le second cercle autour du centre comme 
autour d'un pivot, il ne cessera pas de coïncider avec le pre- 
mier. , 

AKGS KT GOKDBS. 

Théorème I. 

Tout diamètre AB (fig. 7b} partage la circonférence et le cercle 
en deux parties égales. 

Je fais tourner la partie AMB du cercle autour du diamètre AB 



Fig. 75. 




40 LIVRE II. 

pour la raballre sur l'autre partie. Un rayon quelconque OM 
s'appliquera sur ON, et, à cause de l'é- 
galité des rayons, lé point M tombera 
au point N. Tous les points de la 
ligne AMB se plaçant ainsi sur la 
ligne ANB, les deux parties de la circon- 
férence coïncideront, ainsi que les deux 
parties du cercle. 

Théckème II. 

Dans un même cercle ou dans des cercles égaux, des angles au 
centre égaux interceptent sur la circonférence des arcs égaux. 

Dans les deux cercles égaux et 0' (fig. 76), soient les angles 
au centre égaux AOB, CO'D; je dis que l'arc AB est égal à 
l'arc CD. 

F>fif- 76- En effet, je superpose 

les deux cercles égaux , en 
plaçant le centre 0' sur le 
centre 0; puis je fais tour- 
ner le second cercle au- 
tour de son centre jusqu'à 
ce que le rayon O'C prenne 
la direction OA; à cause de l'égalité des angles, le rayon O'D 
prendra la direction OB. Les deux points C et D se trouvant ainsi 
en A et B, les deux arcs coïncideront. 

Si les deux angles au centre étaient donnés dans le même 
cercle, on pourrait concevoir le cercle dédoublé, ce qui ramè- 
nerait au cas précédent. 

Corollaire. Réciproquement, dans un même cercle ou dans 
des cercles égaux y deux angles au centre qui interceptent des arcs 
égaux AB, CD , sont égaux. 

Car, si l'on superpose les deux cercles de manière que les 
deux arcs égaux AB, CD coïncident, les angles au centre AOB, 
CO'D coïncideront. 
Remarque Imaginons qu'un point mobile B, partant du point 
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A, marche sur la circonférence en décrivant un arc AB de plus 
en plus grand; le rayon OB tournera en même temps autour 
du centre 0, et décrira un angle AOB qui ira aussi en augmen- 
tant d*une manière continue , jusqu'à ce que le point mobile 
ait parcouru une demi-circonférence ; alors le rayon mobile se 
placera sur le prolongement OE de AO, et l'angle au centre de- 
viendra égal à deux angles droits. 



Théorème IIL 

Dans un cercle y une corde quelconque AB est plus petite que le 
dianièlre. 



Fig. 77. 




En effet, la ligne droite AB (fig. 77) est 
plus petite que la ligne brisée AOB, somme 
des deux rayons OA et OB; tout diamètre 
BG se composant de deux rayons, il en ré- 
sulte que la corde AB est plus petite qu'un 
diamètre. 



Fig. 78. 



Théorème IV. 

Dans un whne cercle ou dans des cercles égaux^ deux arcs égaux 
so7it sous-tendus par des cordes égales. 

Soient, dans les cercles égaux et 0' (fig. 78), les arcs égaux 

AMB, CND, je dis que les 
cordes AB et CD sont 
égales. Je place le se- 
cond cercle sur le pre- 
mier, et je le fais tourner 
autour du centre commun 
comme autour d'un pivot, 
de manière à amener le point C en A. Comme les deux arcs 
sont égaux, l'autre extrémité D viendra en B, et la droite CD 
coïncidera avec AB. 




Corollaire. Réciproquement, dans un même cercle^ ou dans 
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des c&txles égaux ^ deux cordes égales sous-tendent des arcs égaux. 
Car, si l'on joint les centres aux extrémités des cordes, on a 
deux triangles égaux, comme ayant les trois côtés égaux chacun 
à chacun; les angles au centre AOB, CO'D sont donc égaux, et 
par suite les arcs interceptés AMB, GND (2). 

Chaque corde sous-tend deux arcs, l'un plus petit qu'une 
demi-circonférence, l'autre plus grand ; il est bien entendu que 
Ton ne considère ici que les arcs plus petits qu'une demi-cir- 
conférence. 

Théorème V. 

Dans un même cercle ou dans des cercles égaux, de deux a/rcs, le 
plus grand est sous-tendu par une corde plus grande. . 

Soit Tare AG (fig. 79) plus grand que AB; je dis que la corde 
AG est plus grande que AB. En effet, les 
deux triangles AOC, AOB ont deux côtés 
égaux chacun à chacun, savoir: OA com- 
mun, et OC égal à OB ; l'angle AOC, com- 
pris entre les deux côtés du premier, étant 
plus grand que l'angle AOB, compris entre 

les deux côlés du second, le troisième côté AC est plus grand 

que AB (I, 22). 

Corollaire. Puisque la corde augmente avec l'arc, il en ré- 
sulte que, réciproquement, de deux cordes y la plus grande sous- 
tend le plus grand arc. 

Remarque. Imaginons comme précédemment que le point B, 
partant du point A, se meuve sur la circonférence ; la corde, 
d'abord très-petite, augmentera de plus en plusjen même temps 
que l'arc, jusqu'à ce que le point mobile ait décrit une demi- 
circonférence ABE ; alors la corde devient un diamètre AE et 
acquiert sa plus grande valeur. 

Si le point mobile continuait son mouvement sur la seconde 
demi-circonférence, la corde irait au contraire en diminuant 
de plus en plus. Ainsi, dans le théorème précédent, on ne con- 
sidère que les arcs plus petits qu'une demi-circonférence. 
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Théorème VI. 

Le plus court chemin d'un point kàune circonférence de cercle 
est compté sur la droite qui joint ce point au centre. 

La droite, qui passe par le centre et le point A, rencontre la 
circonférence en deux points B et C (fig. 80J ; 
soit AB la plus petite des deux longueurs AB 
et AC, je dis que la distance du point A au 
point B est plus petite que la distance du 
point A à tout autre point D de la circonfé- 
rence. En effet, considérons d'abord le cas où 
le point A est situé à l'intérieur du cercle; la 
ligne droite OD est plus courte que la ligne brisée OA+AD; mais 
le rayon OD est égal à OB, c'est-à-dire à OA-fAB ; on a donc 

OA+AB<OA+AD; 
en retranchant de part et d'autre la même longueur OA, on en 
conclut AB<AD. 

Supposons maintenant le point A situé hors 
du cercle (fig. 81); la ligne droite OA étant 
plus courte que la ligne brisée OD+DA, on a 

OB+BA<OD-|-DA; 
en retranchant de part et d'autre les lon- 
gueurs égales OB et OD, on en conclut 
AB<AD. 

Remarque. Proposons-nous d'étudier com- 
ment varie la distance du point A à un point 
quelconque de la circonférence : 1" Nous 
avons démontré que la distance AD est plus grande que AB ; il 
est aisé de voir qu'elle est plus petite que AC; en effet, la droite 
AD est plus courte que la ligne brisée AO+OD ou AO+OC, et 
par conséquent plus courte que AG. 

2* A partir du point B prenons deux arcs égaux BD et BD' ; je 
dis que les distances AD et AD' sont égales. Car si l'on fait tour- 
ner le demi-cercle BD'G autour du diamètre BG pour l'appliquer 



Fig. 81. 
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sur l'autre demi-cercle, le point D' (ombe en D et la droite AD' 
coïncide avec AD. 

3" Supposons Tare BE plus grand que BD, je dis que la dis- 
tance AE est plus grande que AD; en effet, l'angle au centre 
BOE est plus grand que BOD ; les deux triangles AOE, AOD ont 
deux côtés égaux chacun à chacun, savoir : le côté OA commun 
et le côté OE égal à OD ; l'angle AOE compris entre les deux 
côtés du premier étant plus grand que l'angle AOD compris 
entre les deux côtés du second, le troisième côté AE du 
premier triangle est plus grand que le troisième côté AD du 
second. 

D'après cela, concevons que le point D, partant du point B, dé- 
crive la demi-circonférence BDC ; la dislance AD ira en aug- 
mentant d'une^ manière continue de sa plus petite valeur ABà 
sa plus grande valeur AC. Si le point mobile, continuant son 
mouvement, décrivait l'autre demi-circonférence CD'B, la dis- 
tance irait en diminuant de AC à AB. 

Théorème VII. 

Le diamètre perpendiculaire à une corde AB divise cette corde et 
chacun des arcs sous-tendus en deux parties égales. 

Du centre (6g. 82), j'abaisse une perpendiculaire OD sur la 
corde AB. 

Fig. 82. 10 Les deux obliques OA et OB, étant égales 

comme rayons d'un même cercle, s'écartent 
également du pied de la perpendiculaire OD 
(I, 9), et par conséquent le point D divise la 
corde AB en deux parties égales. 

2» Puisque la droite OD est perpendiculaire 

" sur le milieu delà droite AB, le point M, où elle 

rencontre l'arc AMB, est également distant des deux extrémités de 

celte droite (1, 10), c'est-à-dire que les deux cordes MA et MB sont 

égales ; donc les deux arcs MA et MB sont égaux (4). 

De niéme, le point N est le milieu de l'arc ANB. 
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Corollaire I. La perpendiculaire élevée sur le milieu <fune 
corde AB passe par le centre et divise chacun des deux arcs 5oiw- 
tendus en deux parties égales. 

En effet, le centre 0, étant également distant des deux extré- 
mités de la corde AB, appartient à la perpendiculaire OD élevée 
sur le milieu de cette corde. On sait, d'ailleurs, que la perpen- 
diculaire OD, abaissée du centra sur la corde, divise chacun des 
arcs sous-tendus en deux parties égales. 

Corollaire IL Une droite AB ne peut rencontrer la circonférence 
en plus de deux points A et B. Si Ton joint le centre aux diffé-» 
rents points de la portion de droite comprise entre les deux 
points A et B, on a des obliques plus petites que le rayon OA ou 
OB, comme s'écartant moins du pied de la perpendiculaire OD; 
la portion AB est donc placée à Tintérieur du cercle. Si l'on joint 
le centre aux points du prolongement de la droite AB, d'un côté 
ou de l'autre, on a au contraire des obliques plus grandes que le 
rayon ; ces deux prolongements indéfinis sont donc situés hors 
du cercle. Ainsi .la droite indéfinie AB n'a que deux points A et 
B communs avec la circonférence. 

Théorème VIII. 

Par trois points A, B, C, non en ligne droite, on peut toujours 
faire passer une circonférence de cercle, et on n'en peut faire passer 
qu'une. 

Je joins le point B (fig. 83) aux deux points A et C; sur 
Fi?- w- les milieux des droites AB, BC, j'élève 

les perpendiculaires DE, FG. Je dis 
d'abord que ces perpendiculaires se 
coupent ; car la droite PG, perpendicu- 
laire à BG, est oblique à la droite AB, 
et par conséquent rencontre la perpen- 
diculaire DE (I, 12, C). Soit le point de 
rencontre; ce point, appartenant à la 
perpendiculaire élevée sur le milieu de AB, est également dis- 
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tant des extrémités A et B (I, 10); appartenant à la perpendicu- 
laire élevée sur le milieu de BG, il est également distant des 
extrémités B et C ; donc les trois dislances OA, OB,OC sont égales. 
Donc si du point comme centre, avec OA pour rayon, on dé- 
crit une circonférence, elle passera par les trois points A, B, C. 
Je dis maintenant qu'on ne peut faire passer qu'une circon- 
férence par ces trois points. En^effet, le centre d'une circonfé- 
rence passant par les trois points A, B, G est également distant 
des deux points A et B, et par conséquent doit se trouver sur la 
perpendiculaire DE ; il est également distant des deux points B 
et G, et doit se trouver aussi sur la perpendiculaire FG. Or ces 
deux droites ne se coupent qu'en un seul point 0; donc il n'y a 
qu'un seul centre, et par suite une seule circonférence. 

Corollaire. De ce que par trois points on ne peut faire passer 
qu'une seule circonférence, on conclut que deux circonférences 
ne peuvent se couper en plus de deux points. 

Théorème IX. . 

Dans un même cercle ou dans des cercles égaux ^ deux cordes égales 
sont également distantes du centre. 

Dans les cercles égaux et 0' (flg. 84) soient les cordes 

égales AB, CD; je dis que 
les perpendiculaires OE, 
OTsont égales. En efifet, 
je place le second cercle 
sur le premier, et je le 
fiais tourner autour du 
centre commun, de ma- 
nière à amener le point G en A. Puisque les cordes sont égales, 
les arcs sous* tendus sont égaux (4), et le point D vient en B ; ia 
corde CD coïncide alors avec AB ; les perpendiculaires O'P et OE, 
abaissées du même point sur la même droite, coïncident, et 
sont égales. 
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Fig. 85. 




Théorème X. 

De deux cordes, la plus grande est la plus rapprochée du centre. 

Soit la corde AC (fig. 85) plus grande que AB; je dis que la 
perpendiculaire OG est plus courte que la 
perpendiculaire OP. En effet, la droite OF 
rencontre la cprde AC en un point H; la 
perpendiculaire OG est plus courte que 
l'oblique OH, et à plus forte raison plus 
courte que OP. 

Corollaire. Puisque la corde se rapproche du centre à me- 
sure qu'elle augmente, on conclut que, réciproquement, dans 
un même cercle mi dans des cercles égaux, deux cordes également 
distantes du centre sont égaler, et que, de deux cordes^ la plus rap* 
prochée du centre est la plus longue. 

Remarque. Si l'on imagine encore qu'un point mobile B, 
partant du point A, se meuve sur la circonférence, la corde AB 
ira en augmentant et en se rapprochant du centre de plus en 
plus. Quand la corde coïncide avec le diamètre AE et devient la 
plus grande possible, sa distance au centre est nulle. 

TANGBNTB. 

Définitions. 

1*» Lorsqu'une ligne droite CD (fig. 86) coupe la circonférence 
en deux points A et B, on dit qu'elle est sécante. 

^^' 2° Lorsqu'une droite EP ne tou- 

che la circonférence qu'en un seul 
point A, on dit qu'elle est tangente 
au cercle, et le point A s'appelle 
point de contact. 

3° On peut regarder la tangente EP 
comme la position limite vers la- 
quelle tend la sécante CD, quand on 
la fait tourner autour du point A, de manière que le second 
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point d'intersection B se rapproche de plus en plus du premier. 
Si Ton continuait le mouvement, le point B, passant de l'autre 
côté du point A, viendrait en B', et la droite CD' couperait de 
nouveau la circonférence en deux points. 

La partie intérieure AB devenant nulle, il est clair que la tan- 
gente EF est située tout entière en dehors du cercle, excepté le 
point de contact A qui est sur la circonférence. 

Théorème XL 

Toute tangente au cercle est perpendiculaire au rayon qui va du 
centre au point de contact. 

Considérons la sécante CD (fig. 86) qui coupe la circonférence 
en deux points A et B, et du centre abaissons la perpendiculaire 
OGsur.la corde AB; on sait que cette perpendiculaire divise 
la corde en deux parties égales (7). Imaginons maintenant que 
la sécante CD tourne autour du point A, de manière que le point 
B se rapproche de plus en plus du premier ; cette sécante vient 
s'appliquer sur la tangente £F ; en même temps le point G, mi- 
lieu de AB, se confond avec le point A et la perpendiculaire OG 
coïncide avec le rayon OA, Ceci montre bien que la tangente EF 
est perpendiculaire au^ rayon OA qui va du centre au point de 
contact A. 

Théorème XIL 

Réciproquement, toute droite perpendiculaire à Vextrimité d*un 
rayon est tangente au cercle. 

On sait, en effet, que la tangente EF (fig. 86) est perpendicu- 
laire au rayon OA, qui va du centre au point de contact; si donc 
on mène par le point A une perpendiculaire au rayon OA, cette 
droite devra nécessairement coïncider avec la tangente EF. 

Remarque. Une droite indéfinie peut occuper, par rapport à 
un cercle, trois positions différentes. Elle peut être sécante, 
c'est-à-dire couper la circonférence en deux points, ou bien 
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être tangente, c'est-à-dire a'avoir qu'un point commun avec la 
circonférence, ou bien être extérieure au 
cercle. Abaissons du centre une perpen- 
diculaire sur la droite ; !<" si la longueur OE 
de cette perpendiculaire est moindre que 
le rayon, le point E étant à Tintérieur 
du cercle, il est clair que la droite indéfi- 
nie âB coupe la circonférence en deux 
points C et D (fig. 87); 2<» Si la perpendi- 
culaire OM, abaissée du centre sur la 
droite FG est égale au rayon, la droite FG, perpendiculaire 
à l'extrémité du rayon OM, est tangente au cercle; 3*» si la per- 
pendiculaire OE' est plus grande que le rayon, le point E' est 
hors du cercle, et de même tous les points de la droite A'B', qui 
sont à une distance du centre plus grande que OE', et par con- 
séquent plus grande que le rayon ; dans ce cas la droite A'B' est 
extérieure au cercle. 

Concevons que la droite AB, passant d'abord par le centre, 
se meuve parallèlement à elle-même en s'éloignant du centre 
de plus en plus. La partie intérieure CD, qui est d'abord égale 
au diamètre, diminue, puis se réduit à zéro quand la droite de- 
vient tangente; la droite devient ensuite extérieure et ne ren- 
contre plus la circonférence. 



Théorème XIII. 



F»g- 88- BtMOi droites parallèles AB, CD (fig. 88) 

interceptent sur la circonférence des arcs 
égaux- 

J'abaisse du centre une perpendicu- 
laire OM sur l'une d'elles; elle est aussi 
perpendiculaire à l'autre. En vertu du 
théorème VII, ce rayon perpendiculaire 
OM divise en deux parties égales chacun des deux arcs AMB, 
CMD. Si des arcs égaux AM, BM on retranche les arcs égaux 

THÉORIE. ^ 
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CM, DM, on a des restes égaux AG, BD. Ainsi les deux parat< 
lèles AB, CD interceptent sur la circonférence des arcs égaux 
AC, BD. 

Si Tune des parallèles CD s'éloigne du centre de plus en plus, 
les deux points d'intersection C et D se rapprochent de ma- 
nière à se confondre au point M; la droite devient tangente 
en M, et les deux arcs interceptés AM et BM restent toujours 
égaux entre eux. 

Si l'autre parallèle AB s'éloigne aussi du centre jusqu'à ce que 
les deux points d'intersection A et B se confondent en N à l'ex- 
trémité du diamètre MN, les deux arcs interceptés deviennent 
deux demi-drconférences. 



liifTERSBCTlON ET COXTAGT DE DEUX GEBCLBS. 

Définitions. 

1" On dit que deux cercles sont extèrimn l'un à l'autre,* lors- 
que tous les points de l'un sont hors de l'autre. 

2" Un cercle est intérieur à un autre, quand tous les points du 
premier sont dans le second. 

3° Lorsque deux circonférences se coupent en deux points, on 
dit qu'elles sont sécantes l'une à l'autre, 

4* Lorsque deux circonférences ne se touchent qu'en un seul 
point, on dit qu'elles sont tangentes l'une à l'autre. 

Le point commun s'appelle point de contact. 

On distingue deux sortes de contacts : le contact extérieur, 
lorsque les deux cercles sont extérieurs l'un à l'autre ; le con- 
tact intérieur^ quand l'un des deux cercles est dans l'autre. 

On peut regarder deux circonférences tangentes comme la 
position limite de deux circonférences sécantes, lorsque les deux 
points d'intersection se rapprochent de plus en plus, de ma- 
nière à se confondre. ^ 

1, 
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Théorème XIV. 

Quand deux circonférences et 0' se coupent (fig. 89), la ligne 
des centres 00* est perpendiculaire sur le milieu de la cm^de AB qui 
joint les deux points dHntgrsection. 

On sait, en effet, que la perpendiculaire élevée sur le milieu 
Fig, 89. C de la corde commune AB passe 

par l'un et l'autre centre (7), et par 
conséquent se conrond avec la ligne 
des centres 00'. 




Corollaire. Quand deux cercles sont 
tangents, le point de contact est sur la 
ligne des centres. 
Nous venons de démontrer que, lorsque deux circonférences 
rfî^g.^. • se coupent, les deux points d'ialer- 

secliofii A et B (Qg« B9J sont situés de 
part et d'autre, et à égale distance, 
de Ja ligne des centres. Supposons 
que Ton déplace les cercles de ma- 
nière que les deux points d'intersec- 
tion A et B se rapprochent de plus en 
pluSb ftte fimroiit pwt se confondre en G (fig. 90) sur la ligne des 
centres,^ tes deuK cordes seront tangents. 




THÉORiMÉ XV. 



Fig. 91. 



Quand deux cercles et 0' sont ex- 
tériewrs runàiVautreJifig^ .91)., la dis- 
lance des centres est ^(lu gr(mde que la 
somme des rayons. 

Puisque les deux cercles sont ex- 
térieurs l'un à l'autre, la distance des 
centres 00' se compose des deux 
rayons OA, O'B, et d'une parlie AB interposée entre les deux 
cercles. Donc la distance 00' est plus grande que la somme 
des rayons OA et 0*8. 
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Théorème XVI. 

Qiband un cercle 0' est intérieur à un cercle (fig. 92), la dis- 
tance des centres est plus petite que la différence des rayons. 



Fig. OT. 




£n effet, la distance des centres 00' 
est égale au plus grand rayon OA, 
moins le plus petit O'B , moins encore 
la partie interposée ÂB; donc la 
distance 00' est plus petite que OA 
moins O'B. 



Théorème XVII. 

Quand deux cercles et 0' sorU tangents extérieurement {fig. 93), 
la distance des centres est égale à la somme des rayons. 



Fig. 98. 




En effet , le point de contact A 
est sur la ligne des centres (14,G), et 
comme les cercles sont extérieurs, 
les centres et 0' sont situés de part 
et d'autre du point A : d'où il suit que 
la distance OO' égale OA plus O'A. 



Théorème XVIII. 

Quand deux cercles et 0' sont tangents intérieurement (fig. 94), 
la distance des centres est égale à la différence des rayons. 

Fig. 9%. 

En effet, le point de contact A est 
sur la ligne des centres , et comme le 
plus petit cercle est intérieur au plus 
grand, son centre 0' est situé entre les 
points et A. Donc la distance 00' 
égale OA moins O'A. 
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Théorèhe XIX. 

Quand deux cercles et 0' ^e coupent (fig. 95), la distance des 
centres est plus petite que la somme des rayons et plus grande que 
leur différence. 

,p.^ g^ ' Je joins les centres à l'un des 

points d'intersection A. La ligne 
droite 00' étant plus petite que 
la ligne brisée OA + O'A, on voit 
immédiatement que la distance des 
centres est plus petite que la somme 
des rayons. 

Je vais démonti*er maintenant qu'elle est plus grande que 
leur différence. Soit OA le plus grand rayon ; la ligne brisée 
00' + O'A est plus grande que la ligne droite OA ; si Ton re- 
tranche de part et d'autre O'A, on voit que la distance 00' est 
plus grande que OA — O'A. 

Corollaire. Deux cercles ne peuvent présenter que les cinq 
positions respectives considérées dans les théorèmes précédents. 
Les deux cercles sont, ou extérieurs, ou tangents extérieure- 
ment, ou sécants, ou tangents intérieurement, ou intérieurs 
Fun à l'autre. Il est à remarquer que les propriétés, dont jouit 
la ligne des centres dans deux quelconques de ces positions, 
sont distinctes et incompatibles entre elles. Il en résulte que les 
réciproques sont vraies. 

1"* Quand la distance des centres e^t plus grande que la somme 
des rayons^ les deux cercles sont extérieurs Vun à l'autre. Car cette 
position est la seule dans laquelle la distance des centres soit 
plus grande que la somme des rayons. 

2*» Quand la distance des centres est égale à la somme des rayons^ 
les deux centres sont, tangents extérieurement. Car cette position 
est la seule dans laquelle la distance des centres égale la somme 
des rayons. 

3° Quand la distance des centres est plus petite que la somme 
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des rayons et plus grande que leur différence, les deux cercles se 
coupent. Car cette position est la seule dans laquelle la distance 
des centres soit à la fois plus petite que la somme des rayons 
et plus grande que leur différence. 

4*» Quand la distance des centres est égale à la différence des 
rayons^ les deux cercles sont tangents intérieurement. 

5® Quand la distance des centres est plus petite que la différence 
des rayons ^Vun des cercles est intérieur à Vautre. 

Remarque. Si les centres de deux cercles, d'abord très-éloi- 
gnés Tun de l'autre, se rapprochent peu à peu, les cercles pas- 
seront successivement par les cinq positions que nous avons 
étudiées. Tant que la distance des centres restera plus grande 
que la somme des rayons^ les deux cercles seront extérieurs 
l'un à l'autre. Quand la dislance des centres deviendra égale à 
la somme des rayons, les cercles seront tangents extérieure- 
menl. Les centres continuant à se rapprocher, la distance des 
centres devient plus petite que la somme des rayons : tant que 
cette distance restera plus grande que la différence des rayons, 
les cercles se couperont; quand la distance des centres de- 
viendra égale à la di|ïérence des rayons, les cercles seront tan- 
gents intérieurement; enfin, lorsque la distance des centres 
deviendra plus petite que la différence des rayons, le petit cercle 
sera intérieur au grand. 

MESURE DES ANCiLES. 

Théorème- XX. 

Si des sommets de deux ongles on décrit deux arcs de cerch d*t*n 
même rayon, le rapport des angles est égal à celui des arcs compris 
entre leurs côtés. 

Soient les deux angles BAC, EDF ffig. 96). Des sommets A et 
D comme centres, avec un même rayon, je décris les deux arcs 
BG, EF ; je divS que te raonort des angles est égal à celui des 
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arcs. En effet, supposons que Ton ait trouvé une commune me- 

Fg. »6.i sure des deux angles , c*est-à- 

L M- , dire un angle BAG qui soil contenu 

\r^^^W/\/^ \\i/^ exactement dans chacun d'eux, 

^\/\ 'V^ Y y par exemple cinq fois dans le pre- 

\y V mier, trois fois dans le second ; le 

rapport des deux angles sera ex- 
5 
primé par la fraction -. Dans les deux cercles égaux, les angles 

au centre égaux BAG, 6AH, ..., EDL, ..., interceptent des 
arcs égaux BG, GH, ..., ËL^ ...; Tare BG contient cinq 
fois Tare BG, et l'arc EF le contient trois fois. Ainsi le rapport 

des deux arcs BC, EF est aussi exprimé par la fraction -, comme 

celui des deux angles BAC, EDF. On conclut de là que le rap- 
port des arcs est le même que celui des angles. 

Cette proposition, étant démontrée pour le cas où il y a entre 
les arcs .une commune mesure, si petite qu'elle soit, doit être 
par là même considérée comme générale. 

CoKOLLÂiRE. Mesurer une grandeur, c'est chercher le rapport 
de cette grandeur à l'unité. Puisque les angles au centre sont 
proportionnels aux arcs compris entre leurs côtés, la mesure 
des angles peut être ramenée à celle des arcs. Si l'on prend 
pour unité d'angle un certain angle, et pour unité d'arc l'arc 
correspondant, la mesure d'un angle quelconque, c'est-à-dire 
le rapport de cet angle à l'unité d'angle, sera égale à la mesure 
de l'are compris entre ses côtés, c'est-à-dire au rapport de cet 
arc à l'unité d'arc, ce qu'on exprime en disant qu'un angle au 
centre a pour mesure Varc compris entre ses côtés. 

Il paratt naturel, au premier abord, de prendre Tangle droit 
pour unité. Deux diamètres perpendiculaires divisant la circon- 
férence en quatre parties égales, à l'angle droit AOB correspond 
un arc AB égal au quart de la circonférence (fig. 97) ; pour éva- 
luer les arcs sur un même cercle , on prendra donc l'arc AB 
comme unité; la mesure d'un angle quelconque AOC, ou le 
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rapport de cet angle à l'angle droit AOB, sera égal à la mesure 
de Tare AC, c'est-à-dire au rapport de cet arc au quadrant AC. 
Mais ce n'est pas ainsi qu'on procède dans 
la pratique. 

La circonférence a été divisée en 360 
parties égales, que l'on nomme degrés^ cha- 
que degré a été subdivisé en 60 parties - 
égales appelées minutes; chaque minute en 
60 secondes. La moitié de la circonférence 
contient 180 degrés; le quart de la circonférence, ou le qua- 
drant, contient 90 degrés. On énonce la valeur d'un arc en di- 
sant combien il contient de degrés, minutes, secondes. Un arc 
de 25 degrés, 38 minutes, 54 secondes, s'écrit 25® 38' 54\ On 
n'a pas poussé plus loin ce mode de division; les arcs plus 
petits qu'une seconde s'évaluent par des fractions décimales de 
seconde. Un arc de 25 degrés, 38 minutes, 54 secondes et 
75 centièmes de seconde, s'écrit 25® 38' 54", 75. 

Dans cette manière de procéder, on peut concevoir que l'unité 
d'angle est l'angle au centre qui correspond à un degré de la 
circonférence, et que cette unité a été divisée en 60 parties 
égales et chacune de ces parties en 60 parties égales ; les angles 
s'expriment ainsi par des nombres complexes, comme cela avait 
lieu pour toutes les espèces de grandeurs, dans les anciennes 
mesures. 

L'angle droit est un angle de 90 degrés. La somme des angles 
d'un triangle étant égale à deux angles droits ou à 180 de- 
grés, si le triangle est équilaléral, chaque angle est un angle 
de 60 degrés. De même, dans un triangle rectangle isocèle, 
la somme des deux angles aigus étant égale à un angle droit 
ou à 90 degrés, chacun d'eux est un angle de 45 degrés. 

Lors de la réforme du système des poids et mesures, on a 
voulu mettre la division de la circonférence en harmonie avec 
le système décimal, et l'on a partagé le quadrant en 100 grades, 
le grade en 100 minutes, la minute en 100 secondes. L'angle de 
37 grades, 85 minutes, 64 secondes s'écrit simplement 37®,8564. 
Quand un angle est exprimé dans l'un des systèmes, il est facile 
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d'avoir son expression dans l'autre système. Quoique la nouvelle 
division de la circonférence offre de grands avantages en abré- 
geant les calculs, l'ancienne est encore aujourd'hui d'un usage 
général. 

Théorème XXI/ 

Un angle inscrit a pour mesure la moitié de Varc compris entre 
ses côtés. 

V Considérons d'abord un angle inscrit BAD (fig. 98), dont un 
côté passe par le centre ; joignons OB. Les rayons OA et OB 
étant égaux, le triangle AOB est isocèle, et les angles OAB, OBA, 
opposés aux côtés égaux, sont égaux. L'angle BOD,, extérieur à 
ce triangle, est égal à la somme des deux 
angles intérieurs non adjacents OAB , OBA 
(I, 19), ou bien à deux fois l'angle OAB. 
Ainsi l'angle inscrit BAD est moitié de 
l'angle au centre BOD. Mais ce dernier a 
pour mesure l'arc BD compris entre ses 
côtés ; donc l'angle inscrit a pour mesure 
la moitié du même arc. 
2* Considérons maintenant un angle inscrit BAC, formé par 
deux cordes situées de part et d'autre du centre. Le diamètre AD 
divise cet angle en deux parties, l'une BAD qui a pour mesure la 
moitié de l'arc BD, l'autre DAC qui a pour mesure la moitié de 
l'arc DG. Donc l'angle BAC, qui est la somme de ces deux 
parties, a pour mesure la demi-somme des deux arcs BD et DC, 
c'est-à-dire la moitié de l'arc BC. 

3° Examinons enfin le cas où les deux cordes sont situées d'un 
même côté du centre (fig. 99). Menons le diamètre AD. L'angle 
inscrit BAC est la différence des deux 
angles BAD, CAD; mais l'angle BAD a 
pour mesure la moitié de l'arc BD, l'angle 
CAD la moitié de CD ; donc l'angle BAC 
a pour mesure la moitié de BD, moins 
la moitié de CD, c'est-à-dire la moitié 
de l'arc BC. 




Fig. 99. 





Fig. 101. 
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Ainsi, dans tous les cas, l'angle inscrit a pour mesure la moi- 
tié de Tare compris entre ses côtés. 

Si, par exemple, les deux côtés d'un angle inscrit compren- 
nent entre eux un arc de 120 degrés, on 
pourra dire que l'angle inscrit est un angle 
de 60 degrés. 

Corollaire I. Tous les angles inscrits dans 
un même segment BMC (fig. 100) sont ègaux^ 
puisqu'ils ont pour mesure la moitié du 
même arc BNC. Ce segment est ce qu'on appelle le segment 
capable d'un angle donné. 
Corollaire II. Les angles inscrits dans un demi-cercle (fig. 101) 
sont droits , puisqu'ils ont pour mesure la 
moitié d'une demi-circonférence, c'est-à- 
dire un quadrant, ou 90 degrés. 

Corollaire III. U angle BAC, formé par 
une tangente et une corde a pour mesure la 
moitié de tare compris AMC (fig. 102). 

Car si Ton fait tourner la sécante AD 
autour du point A, de manière que le point 
M. se rapproche idéfiniment du point A, 
celte sécante tend à se confondre avec 
la tangente AB. L'angle inscrit CAD ayant 
pour mesure la moitié de l'arc CM, on en 
conclut que l'angle CAB a pour mesure la 
moitié de i'arc CA. 

Théorème XXII. 

Un angle BAC'(ûg. 103), dont le sommet 
est à Vintèrieur d'un cercle^ a pour meàure la 
moitié de Varc BC compris entre ses côtés y 
plus la moitié de Parc DE, compris entre les 
prolongements de ses côtés. 

Par le point E, je mène une parallèle EF 
au côlé AC. L'angle BAC est égal à l'angle 
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inscrit BEF, comme correspondant; ce dernier a pônr mesure 
la moitié de Tare BP, c'est-à-dire la moitié de Tare BC , plus la 
moitié de TarcCP; mais les deux arcs CF, DE, interceptés sur la 
circonférence par les deux parallèles CD, FE, sont égaux (13); 
donc Tangle BAC a pour mesure la moitié de l'arc BG, plus la 
moitié de Tare DE. 

Théorème XXIIL 

Un angle BAG (fig. 104), formé par deux sécantes qui se coupent 
hors du cercle y a pour mesure la moitié de la différence des arcs 
BG et DE, compris entre ses côtés. 

Par le point E, je mène une parallèle 
EF au côté AB. L'angle BAG est égal à 
l'angle inscrit GEF comme correspondant; 
ce dernier a pour mesure la moitié de 
Tare GF , qui est la différence des deux 
arcs BG et BF; l'arc BF étant égal à DE, 
on en conclut que l'angle BAG a pour me- 
sure la moitié de la difTérence des deux 
arcs BG et DE. 




Théorème XXIV. 

Varc de cercle BAG (fig. 105) , est , dans la partie du plan située 
Fig. 105. d'un même côté de la droite BG, le lieu des 

points d'où l'on voit la droite BG sov^ un angle 
égal à V angle donné BAG. 

Il est clair que, si l'on se place en un 
point quelconque M sur l'arc de cercle, on 
verra la droite BC sous un angle BMG égal 
à BAG ; car ces deux angles sont inscrits dans 
le même segment. Hais, si le sommet était 
situé à l'intérieur du segment, l'angle ayant 
pour mesure la moitié de l'arc BNG, plus 
la moitié de l'arc intercepté par les prolongements des côtés, 
serait plus grand que l'angle BAG. Au contraire , si le sommet 
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était hors du cercle, l'angle, ayant pour mesure la moitié de 
l'arc BNG, moins la moitié du second arc intercepté par ses 
côtés, serait plus petit que BAC. 

Remarque. Imaginons que l'on fasse tourner le segment BAC 
autour de la droite BC, pour l'appliquer de l'autre côté en BA'G ; 
l'arc BA'G sera , de ce côté de la droite BG , le lieu des points 
d'où 1 on voit la droite BG sous un angle égal à l'angle BA'G, 
et par conséquent égal à l'angle BAG. De sorte que le lieu de 
tous les points du plan, d'où l'on voit la droite BG sous un angle 
égal à l'angle BAG , se compose des deux arcs de cercle égaux 
BAG, BA'G. 

Lorsque l'angle donné est droit, les deux arcs de cercle BAG, 
BA'G sont deux demi-circonférences qui, ensemble, constituent 
le cercle décrit sur la droite BG comme diamètre (fig. 101). 

Théorème XXV. 

Dans tout quadrilatère inscrit , la somme de deux angles opposés 
est égale à deux angles droits, et, réciproquement, lorsque la 
somme de deux angles opposés d'un quadrilatère est égale à deux 
angles droits, le quadrilatère est inscriptible. 

Soit ABCD (fig. 106) un quadrilatère inscrit dans un cercle. 
Fig. J06. L'angle inscrit B ayant pour mesure la 

^^_-D^ moitié de l'arc ADG compris entre ses 

côtés, et l'angle opposé D la moitié de 
l'arc ABG , la somme de ces deux angles 
a pour mesure la moitié de la circonfé- 
rence entière : elle est donc égale à deux 

^^^ '^ angles droits. 

La réciproque est vraie : quand la somme des deux angles 
opposés B et D est égale à deux angles droits, le quadrilatère est 
inscriptible. En effet, par les trois sommets A, B, G on peut tou- 
jours faire passer une circonférence, prenons un point E sur 
l'arc AEG ; le quadrilatère ABCE étant inscrit dans le cercle , 
l'angle E est le supplément de l'angle opposé B ; l'angle D, qui 
est aussi le supplément de l'angle B par hypothèse, est égala 
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FangleE, et par conséquent le point D est situé sur l'arc de 
cercle AEG (24). De cette manière, la circonférence qui passe 
par les trois premiers sommets A, B, G passe aussi par le qua- 
trième D, et le quadrilatère ABGD est inscrit dans le cercle 

PROBLÈMES DU UVRE II. 

Jusqu'ici les figures, qui ont servi à la démonstration des 
théorèmes, ont été tracées à main levée, sans beaucoup de pré- 
cision; il suffisait de représenter grossièrement la figure, afin 
d'aider l'esprit à bien suivre le raisonnement. Mais, dans la pra- 
tique, quand il s'agit de déterminer avec précision, soit la posi- 
tion d'un point , soit une grandeur inconnue, les constructions 
graphiques doivent être effectuées sur le papier avec une grande 
exactitude. Les deux instruments, dont il faut d'abord apprendre 
l'usage, sont la règle et le compas. 

Règle. 

La règle est une petite planche longue (fig. 107), ordinaire- 
ment en bois, dont les côtés sont bien en ligne droite. 
Quand on veut faire passer une droite par deux points don- 
Fig. 107. nés, on place la règle sur 

le papier de manière que le 

' ^ bord de la règle touche les 

deux points donnés; puis, avec la pointe d'un crayon ou d'un 
lire-ligne, on suil le bord de la règle et l'on trace ainsi la 
ligne droite. 

Avant de se servir d'une règle, il faut la vérifier. Pour cela, 
plaçant la règle sur le papier, on trace une ligne AB (fig. 108), 
• Fig. 108. et l'on marque les deux 

, ^->^:^-—;^— ;:::-- -,. points A et B ; on retourne 

^ ensuite la règle, pour ap- 

pliquer l'aulre face sur le papier, et on amène le bord de la 
règle à toucher chacun des deux points A et B à peu près au 
même point de la règle que précédemment; puis on trace de 
nouveau la ligne AB en suivant le bord de la règle. Si la règle 
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est parfailemenl droite, les deux lignes ainsi tracées ja)lndde- 
ront bien exactecùent: Mais si la règle n*est pas droite^ on aura 
deux lignes différentes, telles que ACB, ADB. 

Dans les constructions qui exigent une grande précision , les 
lignes que l'on trace doivent être aussi fines que possible. On se 
servira d'un crayon assez dur et tailié en pointe effilée, ou d'un 
bon tire-ligne dont on rapprochera les deux branches à l'aide 
de la vis disposée à cet effet. 

Pour que la droite passant par i&a\ points et prolongée soit 
bien déterminée, il faïul que <;es deux pointe ne «oient pas trop 
rapprochés l'un, de l'autre; on conçoit -en effet qu€ la moindre 
«erreur dans la position de la rfe^e finirait yar produire, à une 
^eitaiiie distance, un écartement notable. 

On détermine ordinaireo^ent la position d'un point -par Fin- 
tersection de deux lignes. Mais il faut que les deux lignes ne se 
coupent pas sous un trop petit angle; car les deux lignes, ayant 
une certaine épaisseur, formeraient à leur croisement un lo- 
sange allongé, dans lequel il serait difficile de fixer d'une ma- 
nière précise la position d'un point d'inlerfiection. 

Compas. 

Le compas est un instrument formé de deux branches, réu- 
nies par ma axe (vfig. 109) autour duquel elles tournent à frotte- 
Fig^tô». ment, et terminées par deux pointes fines en acier. 
Le compas sert à relever les dislances et à tracer les 
drconfèrences. 

Quand on veut prendre la distance de deux poisÉs 
ou la longueur d'une droite, on ouvre le compas 
peu à peu, de mamière que l'une des pointes 4taiU 
placée à l'une des extrémités, de la droite, l'autre 
pointe vienne loucher exactement l'autre extrémité. 
Quand on veut décrire une circonférence, on 
remplace Texlrémité de l'urne des brancheç du com- 
pas ipar uia port^rayon ou un tire-ligne; puis,- après avoir 
ouvert les deux brancàes d'une quantité égale au raj^on , on 
place la pointe sèche au centre , et l'on fait tourner ie campas 
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autour du centre; le crayon ou le tire-ligoe trace sur le papier 
la circonférence demandée. 

Les deux branches du compas doivent tourner à frottement 
dur autour de l'axe; d'une part, il faut que l'on puisse ouvrir le 
compas progressivement et sans trop d'effort; d'autre part, 
quand on lui a donné une certaine ouverture, il faut qu'il la 
conserve sans altération. Une vis, placée à la tête du compas, 
et que Ton tourne plus ou moins à l'aide d'un tourne-vis, sert 
à presser les deux branches l'une contre Taulre, et à donner au 
frottement le degré convenable. 

Problème I. 

Construire un angle égal à un angle donné» 
Au point D (fig. 1 10) de la droite DE, construire un angle égal 
à Tangie A. Du sommet A comme centre, avec une ouverture de 
Fjg. 110. ' compas arbitraire, décrivez 

l'arc bc compris entre les 
deux côtés de l'angle. Du 
point D comme centre, avec 
la même ouverture de com- 
pas, décrivez l'arc eg. Donnant ensuite au compas une ouver- 
ture égale à la corde bc, portez cette distance sur l'arc eg en ef\ 
Tracez enfin la droite D/*. 

Je dis que l'angle D ainsi construit est bien égal à l'angle A. 
En effet, les deux arcs bc, cf, sous-tendus par des cordes égales 
dans des cercles égaux, sont égaux, et les angles au centre sont 
aussi égaux. 

Problème II. 

F'«- " * Construire un triangle dont 

on connaît deux côtés et Vœngle 
compris. 





Soient Z^ ei i; (fig. 111) les 
deux côtés donnés, A l'an- 
gle donné. 
Faites un angle égal à A; sur l'un des côtés, portez, à partir 
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du point A, la longueur &, ce qui déterminera le point C; sur 
l'autre côté, portez de même la longueur c, ce qui déterminera 
le point B; puis tracez la droite BC, vous aurez le triangle de- 
mandé. 

Il est évident qu'avec un angle et deux côtés donnés, on peut 
toujours construire un triangle et un seul. 

Problème III. 
Construire un triangle dont on connaît un côté et les deux a/ngles 
adjacents. 
Soient c (fig. 112) le côté donné, Aet B les deux angles donnés. 

Il faut que la somme de ces 
deux angles soit plus petite 
y que deux angles droits. 

Sur une droite indéfinie 
prenez la longueur AB égale 
à c; au point A faites un 
angle BAG égal à A ; au point B un angle ABC égal à B. Les 
deux droites indéfinies AC et BG se couperont au point C, et 
vous aurez le triangle demandé. 

Il est facile de voir que les deux droites AG et BG se coupent 
en un point G au-dessus de la droite AB. En effet, menons par 
le point B une droite BE parallèle à AG, la somme des deux 
angles intérieurs GAB, ABE vaut deux angles droits (I, 15) ; la 
somme des deux angles donnés étant plus petite que deux 
angles droits, l'angle ABG est plus petit que ABE, et par consé- 
quent la droite BG rencontre la droite AG au-dessus de AB. 

Avec un côté et deux angles donnés, on ne peut construire 
qu'un seul triangle. 

Problème IV. 

Construire un triangle dont on connaît les trois côtés. 

Soient a, 6, c (fig. 113) les trois côtés donnés. 

La ligne droite BG étant plus courte que la ligne brisée BA+AG, 
il est clair que, dans un triangle, un côté quelconque est plus 
petit que la somme des deux autres. Pour que l'on puisse for- 
iher un triangle avec les trois côtés donnés, il faut donc que 
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chaque côlé soit plus petit que la somme des deux autres. Ces 
conditions se réduisent à une seule, c'est que le plus grand 
côté a soit plus petit que la somme des deux autres. Nous ver- 
rons que cette condition est suffisante. 

Sur une droite indéfinie prenez une longueur BC égale à a ; 

du point B comme centre, avec une ouverture de compas égale 

Fig. 113. à c, décrivez un arc de cer- 

j h "^ , — * cle; du point G comme 

' ^ — ' ,-- -^^ centre, avec une ouverture 

^-'''*' "";jv^ \ ^^ compas égale à 6, décri- 

/ c// ysft \ vcz un second arc de cercle 

pL "bx^eI a/D ^c "i^ qui coupera le premier en 

X'y>""' / un point A; joignez BA et 

"^^ '''^'\. y' CA, vous aurez le triangle 

^ "' demandé. 

La distance des centres BC ou a est supposée plus petite que 
la somme & -f ^ des rayons ; elle est d'ailleurs évidemment plus 
grande que leur différence; donc les circonférences se coupent 
en deux points A et A' (19, G3], et l'on forme ainsi deux triangles 
égaux ABCA'BC, ayant les côtés donnés. 

Remarque. II est bon de démontrer directement que les deux 
circonférences se coupent. Sur la droite BC , prenons de part et 
d'autre du point B les longueurs BD et BF égales à c, et de part 
et d'autre du point C les longueurs CE et CG égales à 6; la pre» 
mière circonférence passera par les points D et F, la seconde 
par les points E et 6. Puisque le plus grand côté BC est plus 
petit que la somme des deux autres BD + CE, le point E est situé 
entre les points B et D; il est à l'intérieur du premier cercle; 
le point G est à Textérieur. Ainsi la seconde circonférence EA6 
va d'un point E intérieur au premier cercle à un point exté* 
rieur G; elle rencontre donc la première circonférence en un 
point A, ce qui donne le triangle ABC. 
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Problème V. 

Construire un triangle dont on connaît deux côtés et V angle 
opposé à Vun d'eux. 

Soient a et 5 (fig. 114) les deux côtés donnés, A l'angle opposé 
au premier. 

Faites Tangle CAE égal à A. Sur l'un des côtés prenez une 
longueur AG égale à 5; du point G comme centre, avec une 
ouverture de compas égale à a, décrivez une circonférence 
gui coupera la droite indéfinie AE en un point B , et joi- 
gnez GB, vous aurez le triangle demandé. 

*^' . Remarque. Le triangle n'est 

I 1 yp\ pas toujours possible. Pour 

I ^ • / jX que le triangle existe, il faut 

/^ / 1 V que la circonférence, décrite 

/ /y../ jp \,^^' du point G comme centre» 

A A B - -— B E g^^g^ |g payon a, rencontre la 

ligne indéfinie AE en un point B, à droite du point A. 

Considérons d*abord le cas où Tangle donné A est aigu, ce 
qui a lieu dans la figure précédente. Du point G abaissons la 
perpendiculaire CD sur AE; pour que la circonférence rencontre 
la droite AE, il faut évidemment que le rayon a soit plus grand 
que CD. Si le côté a est plus petit que &, mais plus grand que la 
perpendiculaire CD, la circonférence coupera la ligne AE en 
deux points B et B', et Ton aura deux triangles ABC , AB'G sa- 
tisfaisant à la, question; dans ce cas, le problème admet deux so- 
lutions. Si le côté a est égal à la perpendiculaire CD, la cir- 
conférence ne fera que toucher la ligne AE au point D, et l'on 
aura un seul triangle rectangle ADC. Quand le côté a est égal à 
6, le second point d'intersection B' coïncide avec A ; le second 
triangle disparaît, et le premier devient isocèle. Si le côté a est 
plus grand que 6, la circonférence coupera toujours la ligne 
AE, mais en un seul point à droite du point A, et Ton aura un 
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seul triangle. La circonférence rencontrerait le prolongement 
de EÀ en un second point à gauche du point A; mais ce second 
*''«• "'• point ne convient pas à la 

question. 

Considérons maintenant le 
cas où l'angle A (fig. 115) est 
obtus. Il faut que le côté a, 
opposé à Tangle obtus A, soit 
plus grand que le côté b (F, 27), opposé à un angle aigu. Quand 
cette condition est remplie» la circonférence décrite du point G 
comme centre avec le rayon a coupe la ligne AE en un point B| 
à droite du point A, et Ton a une solution ABC, et une seule. 

Lorsque Tangle donné A est droit, il faut de même que Thy- 
poténuse a soit plus grande que le côté b. 

Problème VL 

Par un point M donné sur une droUe AB, élever wie perpendicu- 
laire à cette droite. 

De part et d'autre du point M (flg. 116), prenez sur la droite 
donnée deux longueurs égales Ma, M6. Du point a comme cen- 
Fig. 116. tre, avec une ouverture de compas 

^ arbitraire, mais plus grande que Ma, 

décrivez un arc de cercle; du point 
b comme centre, avec la même ou- 
-p-j verture de compas, décrivez un se- 
cond arc qui coupera le premier en 
un point N. Menez la droite MN, vous aurez la perpendiculaire 
demaudéé* 

Car 4e point N, également distant des points a et b^ est situé 
sur la perpendiculaire élevée sur le milieu de ab (I, 10)4 

Pour déterminer là perpendiculaire avec une grande préci- 
sion, Il faut prendre les longueurs égales Ma, M^ aussi grandes 
que poseible, et donner aussi à l'ouverture de compas avee la- 
quelle on décrit les circonférences une grandeur convenable* 
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Problème VIL 

^'^^' *'^- D'un point M situé hors d'une droite 

AB , abaisser une perpendiculaire sur 
cette droite. 



y'^ J* ^j Du point M (fig. 1 1 7) comme cen- 
tre , avec une ouverture de compas 
^^ suffisamment grande, décrivez un 

arc de cercle qui coupe la droite AB en deux points a et h. Du 
point a comme centre, avec une ouverture de compas arbi- 
traire, mais plus grande que la moitié de a6, décrivez un arc de 
cercle de l'autre côté de AB; du point h comme centre, avec la 
même ouverture de compas, décrivez un second arc qui coupera 
le premier en un point N. Tracez la droite MN, vous aurez la 
perpendiculaire demandée. 

Car les deux points M et N, également distants des deux 
points a et 6, appartiennent à la perpendiculaire élevée sur le 
milieu de ah. 

Problême VIII. 

Par un point M, mener une parallèle à une droite donnée AB. 

Du point M (fig 118) comme centre, avec une ouverture de 

compas suffisamment grande, décrivez un arc de cercle qui 

Fig. 118. coupe la droite donnée en un point 5. Du 

»,^- [5L- . point h comme centre , avec la même 

ouverture de compas , décrivez un se- 
cond arc Ma qui coupera la droite don- 
née en a. Portez ensuite sur le premier 
arc, à partir du point 6, une distance 6N égale à aM, et tracez 
la droite MN, vous aurez la parallèle demandée. 

En effet, les deux angles au ceiitre abU, ôMN, qui intercep- 
tent dans des cercles égaux des arcs égaux aM, 6N, sont égaux ; 
de l'égalité de ces deux angles alternes-internes il résulte que la 
droite MN est parallèle à AB (I, 16). 
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Problème IX. 
Él&oei' une perpendiculaire à F extrémité B (f une droite AB que 



Fig. 119. 



Fon ne peut prolonger. 



y 



x^ 



D'un point (fig. 119) pris arbitrai- 
rement dans le plan comme centre, 
avec unrayon égal à la distance OB, dé- 
crivez une circonférence qui coupera la 
^^^ — -^ ligne AB en un point a; tirez la droite oO 

jusqu'à ia rencontre de la circonférence en h et joignez B6, 
vous aurez la perpendiculaire demandée» Car l'angle aB6, in- 
scrit dans un demi-cercle, est droit (21, C2). 



Éqnerre. 



L'équerre est un triangle en bois dbc^ dont l'un des angles a 
est droit. 

Nous expliquerons comment on se sert de l'équerre pour 
tracer rapidement les perpendiculaires et les parallèles. 

V Par un point }i donné sur une droite kB, élever uneperpendi^ 
culaire à cette droite. 

Placez l'équerre dans la position abc (fig. 120), de manière 
Fig 120. que le côté ab coïncide bien exacte- 

ment avec la droite AB, et, appuyant 
avec la main l'équerre sur le pa- 
pier, appliquez une règle contre l'hy- 
poténuse bc; puis, appuyant avec la 
main la règle sur le papier pour la 
tenir parfaitement immobile, faites 
glisser l'équerre le long de la règle 
jusqu'à ce que le côté ac passe par 
le point M; fixant alors l'équerre 
dans cette position, tracez la ligne MN en suivant avec la pointe 
du crayon le côté a'c'; vous aurez la perpendiculaire demandée. 
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En effet, les angles correspondants c et c' étant égaux entre 
eux , les droites ac, dd sont parallèles (I, 16); mais la droite 

a<? est perpendiculc^içe à. AB; donc 
la parallèle a'c' est aussi perpendi- 
culaire à celte même droite. 






Fig. 121. 



4\ 

M > \ N 



^ D'un point extènmr M abaisser 
une perpendiculaire sur la droite AB. 
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Placez le côté ab (fig. 121) de l'é- 
querre sur la droite AB; applique 
la règle contre l'hypoténuse; puis, 
fixant la règle avec la main , faites glisser Téquerre le long 
de la règle jusqu'à ce que le côté ac passe par le point M, et 
tracez la perpendiculaire. 

3*» Vérification de Véquerre. Avant de se servir d'une équerre, 
il importe de la vérifier avec soin. On commence par s'assurer 
que chacun de ses côtés est bien droit, comme on l'a fait pour 
la règle. On reconnaît ensuite si l'angle a est bien un angle 
droit. 
Pour cela, on trace une ligne droite AB (fig. 122) sur une 
Fig. 122. feuille de papier; on place le côté 

ab de l'équerre sur cette droit», 
et l'on trace la ligne ac\ on re- 
tourne ensuite l'équerre dans la 
position Vac, et l'on regarde si le 
côté ac dans sa nouvelle position 
coïncide bien avec la ligne tracée 
pr^édemment. Dans ce cas, l'équerre est bonne ; les deux 
angles adjacents ca6,. caV étant égaux entre eux, l'angle a est 
droit. 

4;? Par un point M mm^ une pa/rallèle à une droite AB. 

Placez un côté quelconque ab (fig. 123) de l'équerre sur la- 
droite AB ; appliquez la règle contre le côté ac de l'équerre, 
et fixez la règle. Puis feit€s glisser l'équerre le long de la 
règle jusqu'à ce que le côté ab passe par le point M; fixez 
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réquerre dans celte position a'6V, et tracez la droite MN, 
en suivant le c6té Va! de Téquerre avec la pointe du crayon, 



Fig. 123. 



\. 



% 



▼ous aurez la parallèle deman- 
dée. Car, les angles correspon- 
dants a et a' étant égaux entre 
eux , les droites AB et MN sont 
parallèles. 
— g- Ce moyen de tracer les paral- 
lèles est très-précis et très-ra- 
pide; on l'emploie de préférence 
à tout autre ; il n'exige même pas 
que réquerre ait réellement un 
angle droit. 
Quant aux perpendiculaires, la construction à Taide du com- 
pas les donne avec plus de précision que Téquerre. Lorsqu'on 
a à mener plusieurs perpendiculaires à une même droile, on 
détermine Tune d'elles avec soin avec le compas, et l'on trace 
ensuite les autres en menant des parallèles à la première à 
Taide de Féquerre. 

5» Èlevtr une perpendiculaire à VeX" 
Vrèmité B d^um droite AB que Von ne 
peut prolonger. 

Menez une parallèle A'B' (fig. 124) 
à la droite AB ; placez le côté ab de 
réquerre sur cette parallèle , et ap- 
pliquez la règle sur le côté bc de l'é- 
querre; puis faites glisser Téquerre 
le long de la règle jusqu'à ce que le 
côté ac passe par le point B, et tracez 
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la perpendiculaire BG. 



Rapportenr. 

Le rapporteur est un demi-cercle en corne ou en cuivre; au 
noilieu du diamètre est marqué le centre G (fig. 125;; la 
demi-circonférence est divisée en 180 parties égales ou de- 
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Fig. 126. 




grés marqués par des traits au burin* Cet instrument sert 
à évaluer les angles en degrés. 

Vig. 12$. Pour mesurer un angle donné 

AOB (fig. 126), on place le rappor- 
teur sur l'angle, faisant coïncider 
le centre avec le sommet 0, et don- 
nant au diamètre la direclion OA; 
puis on lit sur le limbe la divi- 
sion b, par laquelle passe le côté OB. 
Si, au point 0, sur une droite OA 
(fig. 126), on veut construire un angle 
d'une grandeur donnée, on place le 
centre du rapporteur au point 0, et 
^ l'on donne au diamètre la direction 
OA; puis, lisant sur le limbe le nombre de degrés donné, on 
marque avec la pointe d*un crayon la division correspon- 
dante b; enlevant ensuite le rapporteur, on trace avec une règle 
la^droite OB. 

On abrège un peu la construction des angles en employant 
comme règle le bord même du rapporteur, lequel est paral- 
lèle au diamètre 0« — 180*. S'agit-il , par exemple, de faire 
avec OA, au point et au-dessus de celte ligne, un angle de 48«, 
placez le rapporteur sur le papier, de manière que le centre G 

(fig. 127) et la division 48*» 
soient sur OA'; faites glisser 
le rapporteur, cette double con- 
dition étant toujours remplie, 
Jusqu'à ce que le bord du 
rapporteur passe par le point 0; 
et, avec un crayon, en suivant 
ce bord, tirez la ligne OB; l'angle AOB est égal à l'angle A'OB' 
ou à 48^ 

Pour obtenir une exactitude suffisante dans les constructions 
graphiques, on emploie ordinairement un rapporteur de deux 
décimètres de diamètre, dont la circonférence est divisée en 
degrés et demi-degrés. 



Fig. 127, 
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On donne souvent à ce rapporteur une forme rectajigulairc 
qui permet de Tintroduire dans une petite boite de compas. La 

circonférence sur laquelle sont 
inscrites ]es graduations est 
alors remplacée par un cadre 
rectangulaire. 

La forme rectangulaire du 
rapporteur présente de Tavan- 
tage (fig. 128); si l'on veut faire 
avec OA au point un angle de 
48 degrés , après avoir placé le 
. rapporteur de manière que son 
centre G et la division 48 soient sur la ligne OA, on applique 
une règle contre un des petits côtés, puis on fait glisser le rap- 
porteur, en Tappuyant contre la règle, jusqu'à ce que le bord 
du rapporteur passe par le point 0, et l'on trace OB. 

On peut aussi se servir du rapporteur pour élever des perpen- 
diculaires; car la droite qui va du centre à la 90* division est 
perpendiculaire au diamètre. 




Problème X. 



Diviser une droite donnée AB en deux parties égales. 
Du point A (fig 129) comme centre, avec une ouverture de 
compas arbitraire, mais plus grande qil^ la moitié de AB, dé- 
Fig. 129. crivez de part et d'autre de la droite AB 

;>f;c deux arcs de cercle. Du point B comme 

centre, avec la même ouverture de compas, 
décrivez aussi deux arcs de cercle qui cou- 
peront les premiers aux points G et D ; joi- 
gnez ces deux points par une ligne droite. 
Cette droite divisera la ligne AB en deux 
parties égales au point E. 
Car les deux points G et D, également distants des deux points 
A et B, appartiennent à la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de AB. 



y^ 
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Problême Xï. 
Diviser Varc AB en deux parties égales. 
Du point A (fig. 130) comme centre, avec une ouverture de 
compas plus grande que la moitié de la droite AB, décrivez un arc 
de cercle ; du point B comme centre avec la 
même ouverture de compas, décrivez un 
autre arc de cercle qui coupera le premier 
au point G. Joignez le centre du cercle 
au point G par une ligne droite. Gette droite 
divisera Tare en deux parties égales au 
point D^ 
Caries deux points et G» également distants des deux points 
A et B, appartiennent à la perpendiculaire élevée sur le.milieu 
de la corde AB, et Ton sait que celte perpendiculaire divise l'arc 
sous-tendu en deux parties égales (7). 

Si Ton voulait diviser un angle AOB en deux parties égales', 
du sommet comme centre, dvec un rayon arbitraire, on dé- 
crirait Tare AB compris entre ses côtés; puis on effectuerait la 
construction précédente. La droite OC, qui divise Tare en deux 
parties égales, divise aussi l'angle au centre en deux parties 
égales. 

Problème XII. 

Décrire vm circonférence qui passe par trois points donnés A, B,C. 

Du point B (6g. 131) comme centre, avec une ouverture de 
Fjg. lau compas suffisamment grande, décrivez 

deux arcs d'une certaine étendue; du 
prâiit A comme centre, avec la même 
ouverture de compas, décrivez deux 
petits arcs qui couperont les premiers 
en D et en £; du point G comme 
centre, avec la même ouverture de 
compas, décrivez aussi deux petits 
ares qui couperont les premiers en 
F et G; joignez DE, FG. 
Du point d'intersection de ces deux droites comme caitre, 
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avec U0e omerture de compas égale ik distence 0A> décrivez 
une circonférence ; elle passera par les trois points donnés. 

En effet, d'après la construction même, les droites DE, FG 
sont perpendiculaires sur les cordes AB, BC en leurs milieux, 
et Ton sait que leur point de rencontre est le centre de la cir- 
eonférence demandée (8). 

Problème XIIL 
Par un point A donne sur un cercle mener une tangente à ce cercle. 

Tracez la droite OA (fig. 132), et au point A élevez sur cette 
droite une perpendiculaire MN, vous aurez la tangente de* 
maadée (12). 

rig. iSH. Fig. 1S9. 

î 





On j^eut aussi tracer la tangente d'une manière très-simple 
à l'aide de Téquerre. Placez le côté ac (fig. 133) de Téquerre 
suivant la droite OA; appliquez la règle contre le côté bc de 
Téquerre; puis, fixant la règle, faites glisser Téquerre jusqu'à 
ce que le QÔté ah passe par le point A, et tracez la tangente. 

Problèt^e XIV. 
D'wipoint ksituè hors d'un cfircU^ mener une tangente à ce cercle. 

Il est évident que par u» point extérieur A on peut mener 
des tangentes au cercle. 

1" MÉTHODE. Joignez le centre (fig. 134) au point donné A; 
du milieu G de la droite OA comme centre, avec une ou- 
varlure de compas égale à la distance GA, décrivez une cir- 
conférence qui coupera la circonférence donnée en deux 
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points D et E ; joignez AD et ÂË, vous aurez les deux tangentes 

demandées. 

En effet, si Ton mène les rayons OD 
et OE y on voit que chacun des deux 
angles ODÀ, OEÂ, inscrit dans une 
demi-circonférence, est droit (21); les 
droites AD, AE, étant perpendiculaires 
à l'exlrémilé des rayons OD, OE, sont 
tangentes au cercle (12). 

Si Ton fait tourner la partie supérieure de la figure autour 
de la droite GA pour l'appliquer sur la partie inférieure, les 
demi-cercles supérieurs s'appliquant sur les demi-cercles infé- 
rieurs, le point D tombe en E et les deux triangles AOD,AOE 
coïncident. Ainsi les deux tangentes AD et AE sont égales et font 
des angles égaux avec le diamètre AO. 

2© MÉTHODE. DupoîntA(fig. 135) comme centre, avec une 
ouverture de compas égale à la distance AO, décrivez un cercle; 
du point comme centre, avec une ouverture de compas égale 
au double du rayon du cercle donné, décrivez un second cercle 
qui coupera le premier en deux points G et H ; lirez les droites 
OG et OH qui couperont le cercle proposé 
en D et en E, et joignez AD et AE , vous 
aurez les tangentes demandées. 

En effet, puisque la droite OG est double 
de OD, le point D est le milieu de OG; 
le point A , étant également distant des 
deux points et G, appartient à la per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de OG; 
donc la droite DA est perpendiculaire 
à OD, et par conséquent tangente au 
cercle. La droite AE est tangente au 
cercle pour la même raison. 

Cette seconde construction est un peu plus simple que la pre- 
mière ; elle dispense de diviser la droite OA en deux parties 
égales. 



Fig. 135. 
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PROBLÈïfE XV. 

Mener une tangente commune à deux cercles et 0'. 

Une tangente commune à deux cercles peut occuper deux po- 
sitions différentes; si les deux cercles sont situés d'un même 
côté de la tangente , on a une tangente commune extérieure; si 
les deux cercles sont situés de part et d'autre de la tangente, on 
a une tangente commune intérieure. 

1*» Supposons le problème résolu et soit AB (fig. 136) une tan- 
gente commune extérieure. Elle sera perpendiculaire aux 

Fig. 186. 




rayons OA et O'B. Du point 0' menons une parallèle O'C à 
la droite AB; les deux longueurs AG et O'B seront égales 
comme côtés opposés d'un rectangle , et OC sera la différence 
des rayons OA et O'B. Si du point comme centre, avec un 
rayon égal à celte différence, on décrit une circonférence, 
elle sera tangente à la droite O'C au point G, puisque O'C est 
perpendiculaire à l'extrémité du rayon OC. Il est clair que, si 
l'on connaissait la droite O'G, il serait facile d'en déduire la 
parallèle demandée AB. Ainsi la question est ramenée au pro- 
blème- connu : d'un point extérieur 0' mener une tangente au 
cercle de rayon OG. De là résulte la construction suivante : 

Du centre du plus grand cercle, avec une ouverture de 
compas égale à la différence des rayons, décrivez un cercle; 
du centre 0' de l'autre cercle, menez des tangentes O'C, O'P à la 
circonférence précédemment tracée. Joignez le centre aux 
points de contact G et F par des lignes droites, et prolongez ces 
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rayons jusqu'à la grande circonférence en A et D. Du point A 
menez une parallèle à CO', du point D une parallèle à FO', vous 
aurez deux tangentes communes AB, DE aux cercles donnés. 
On peut mener deux tangentes communes extérieures toutes 
les fois que l'un des cercles n'est pas intérieur à l'autre ; car 
alors la distance 00' des centres étant plus grande que la diffé- 
rence OC des rayons, le point 0' est extérieur au cercle OC, et 
on peut mener du point 0' deux tangentes à ce cercle. 

2° Soit de même AB (fig. 137) une tangente commune inté- 
rieure; elle sera perpendiculaire aux rayons OA et O'B. 
Fig. 137. Du point 0' menons une 

parallèle O'C à AB, et prolon- 
geons le rayon OA; les deux 
longueurs AC et O'B seront 
égales comme côtés opposés 
d'un rectangle, et OC sera la 
somme des rayons OA et 
O'B. Si du point comme 
centre, avec un rayon égal 
à cette somme, on décrit une circonférence, elle sera tangente 
à la droite O'C au point C, puisque O'C est perpendiculaire à 
l'extrémité du rayon OC. Il est visible que si Ton connaissait la 
droite O'C , il serait facile d'en déduire la parallèle AB. Ainsi la 
question est encore ramenée à celle-ci : du point extérieur 0' 
mener une tangente au cercle de rayon OC. De là résulte la 
construction suivante : 

Du centre de l'un des cercles donnés, avec une ouverture 
de compas égale à la somme des rayons, décrivez un cercle; 
du centre 0' de l'autre cercle , menez des tangentes O'C, O'F à 
la circonférence précédemment tracée. Par les points A et D, 
où les rayons OC et OP rencontrent la première circonférence, 
menez les parallèles AB, DE aux droites CO', FO'; vous aurez 
les deux tangentes communes intérieures demandées* 

On peut mener deux tangentes communes intérieures^ quand . 
les deux cercles sont extérieurs l'un à Pautre; car alors la dîs^ 
tance 00' des centres étant plus grande que la somme OG des 



^' 1 >r/ 


^}r^ 




1 yb' J 
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rayons, le point 0' est extérieur au cercle OC , et l'on peut me- 
ner du point 0' deux tangentes à ce cercle. 

Ainsi, quand les deux cercles sont extérieurs l'un à Tautre, le 
problème admet quatre solutions ; lorsque les deux cercles de- 
viennent tangents extérieurement, les deux tangentes intérieures 
se confondent. Quand les deux cercles sont sécants, il n*y a plus, 
que deux solutions; lorsque les deux cercles deviennent tan- 
gents intérieurement, les deux tangentes extérieures se con- 
fondent. Enfin , quand Tun des cercles est intérieur à l'autre , il 
n'y a plus de solution. 

Remarque. Il importe de remarquer la méthode que nous 
avons suivie pour résoudre le problème précédent, méthode 
que l'on suit habituellement pour résoudre les problèmes dont 
on n'aperçoit pas immédiatement la solution. Nous avons sup- 
posé le problème résolu, et tracé à main levée une droite satis- 
faisant à peu près aux conditions énoncées; puis, à Taide de 
diverses lignes, nous avons cherché à découvrir une propriété 
qui pût servir à déterminer la droite demandée. Après avoir 
trouvé cette propriété, nous avons indiqué la construction qu'il 
faudra exécuter ensuite avec précision sur le papier, avec la 
règle et le compas. 

Problème XVI. 

DetTiresurunelignedonnéeABunsegmentcapabUd'unangtedonné. 

Menez par le point A (ng. 138) une droite AG qui fasse avec AB 
un angle BAC égal à l'angle donné. Élevez une perpendiculaire 
Fig. 138. . sûr le milieu de AB ; par le point A menez une 
perpendiculaire à AC; du point de rencon-^ 
tre de ces deux perpendiculaires comme 
centre, avec un rayon égal à OA, décrivez 
une circonférence ; le segment AMB sera le 
segment capable de l'angle donné. 

En effet, tout angle AMB, inscrit dans ce 
segment, a pour mesure la moitié de l'arc 
ANB; mais l'angle BAC, formé par une 
tangente et une corde, a aussi pour mesure la moitié do 
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même arc (21, C3); donc Tangle inscrit AMB est égal à Fangle 

donné BAC. 

On sait que l'arc AMB est, dans la partie du plan située au- 
dessus de AB, le lieu des points d*où l'on Yoit la droite AB sous 
l'angle donné (24). 



EXERCICES SUR LE LIVRE II. 

THéORÈMES A DÉHOKTRBB. 

i . Les bissectrices des angles intérieurs d'un quadrilatère forment un qua- 
drilatère insensible dans un cercle. 

2. Si , par Tun des points d*intersection de deux circonférences , on mène un 
diamètre dans chaque cercle , la droite qui joint les extrémités de ces diamètres 
passe par le second point d'intersection des deux cercles. 

3. Si par le point de contact de deux cercles tangents on mène deux sécantes 
quelconques , les droites qui joignent les extrémités de ces droites sont parallèles. 

4. Si par Tun des points d'intersection de deux circonrérences on mène deux 
sécantes quelconques, les droites qui joignent les extrémités de ces droites for- 
ment un angle constant. 

5. Les bissectrices des angles formés par les côtés opposés d'un quadrilatère 
inscrit se coupent à angle droit. 

6. Les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point quelconque d'une cir- 
conférence sur les trois côtés d'un triangle inscrit dans cette circonférence sont 
en ligne droite. 

7. Les perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle sur les côtés op- 
posés sont bissectrices des angles du triangle qui a pour sommets les pieds de 
ces perpendiculaires. 

8. Lorsqu'on déplace une figure plane dans son plan , on peut amener la 
figure d'une position à uae autre en la faisant tourner autour d'un certain point 
fixe. 

9. Ëtant donné un triangle ÂBG, sur chacun 
des côtés du triangle et extérieurement on con- 
struit les triangles équilatéraux, ABD, BCE, 
ACF , on joint les points A et E. B et F , C et D; 
démontrer que les droites AE, BF, CD sont égales, 
se coupent en un même point , et que de ce point 
les trois côtés du triangle sont yus sous le même 
angle. 

40. Étant donné un angle A et un cercle in- 
' scrit dans l'angle , on mène au cercle intérieure- 
ment une tangente quelconque; démontrer que le périmètre du triangle ainsi 
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fonné est constant, et que la portion de la tangente comprise entre les deux 
cMés de Tangle est vue du centre sous un angle constant. Examiner quelles 
' modifierions éprouvent ces propriétés, quand la tangente est menée par un 
point de Tare extérieur. 

il. Un quadrilatère étant circonscrit à un cercle, la somme de deux côtés 
opposés est égale à celle des deux autres côtés. Réciproquement, un quadri- 
latère qui jouit de cette propriété peut être circonscrit à un cercle. 

PftOBUBMBS A bAsOCDBB. 

1. Trouver sur un côté d'un angle un point également éloigné d*un point de 
ce côté et de l'autre côté de Tangle. 

S. Étant donnés deux couples de parallèles et un point dans leur plan, me- 
ner par ce point une sécante telle , que la partie de cette ligne comprise entre 
deux parallèles soit égale à la partie de cette ligne comprise entre les deux 
autres. 

3. Mener une parallèle à un côté d'un triangle telle, que la portion de cette 
ligne comprise dans le triangle soit égale à la somme ou à la différence des 
parties des deux autres côtés comprises entre cette ligne et le côté du triangle 
auquel elle est parallèle. 

4. Construire un triangle connaissant deux côtés et une médiane. 

5. Construire un triangle connaissant un côté et deux médianes, 
i. Construire un triangle connaissant les trois médianes. 

7. Construire un triangle connaissant le périmètre et deux angles. 

8. Construire un triangle connaissant la base, un angle à la base et la 
somme ou la différence des deux autres côtés. 

9. Construire un quadrilatère connaissant les quatre côtés et une des droi- 
tes qui joignent les milieux de deux côtés opposés. 

10. Construira un pentagone connaissant les milieux des cinq côtés. 

|{. Étant données deux circonférences qui se coupent, mener par un des 
points d'intersection une sécante commune qui ait une longueur donnée. 

' 12. Inscrire entre deux circonférences une droite d'une longueur donnée et 
parallèle à une ligne donnée. 

13. Construire un triangle connaissant les pieds des perpendiculaires abais- 
sées des sommets sur les côtés opposés. 

14. Construire un triangle connaissant un côté, l'angle opposé, et la somme 
ou la différence des deux autres côtés. 

15. Construire un triangle connaissant un angle, la hauteur correspondante 
et le rayon du cercle inscrit. 

16. Construire un triangle connaissant un angle à la base, la hauteur et le 
périmètre. 

THÉORIE. 6 
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17. Construire un triangle connaissant les centres des trois cerc}es ei- 
inscrits. 

48. D'un point pris hors d'une circonférence, mener une sécante telle, que 
la partie extérieure soit égale à la partie comprise dans le cercle. 

19. Tracer une circonférence également distante de quatre points. 

Î6. Avec un rayon donné décrire une circonférence : !• tangente à deux 
droites données ; 2" tangente à une droite et à une circonférence données ; 
3** tangente à deux circonférences données; 4" passant par un point et tangente 
à une droite donnée ; 5* passant par un point et tangente à une circonférence 
donnée. 

21. Des sommets d'un triangle comme centres, décrire trois circonférences 
qui se touchent mutuellement. 

UEIJX GÉOM^TEH^UBS. 

I. Lieu géométrique des milieux des cordes inscrites dans une circonférence 
donnée et passant par un point donné. 

2. Lieu géométrique des sommets des triangles 
ayant pour base commune ÂB et dans lesqoeb la 
médiane partant du sommet A est égale à une 
longueur donnée. 

3. Etant donné un cercle et un diamètre AB , 
par le point A on mène une sécante quelconque 
que l'on prolonge d'une longueur CD égale à CE. 

Quel est le lieu géométrique des points D ainsi obtenus? 






4. Par un point A situé hors d'un cercle, on mène une sécante quelconque 
ABC, par le milieu de BC on élève une perpendiculaire à cette ligne, et on 
prend sur cette perpendiculaire une longueur ID égale à lA. Quel est le lieu 
géométrique des points D? 

5. La circonférence OA est tangente intérieurement & la circonférence AB , et 
a po«r diamètre le rayon de la circonférence AB. On fait rouler sans glissement 
la petite circonférence à' l'intérieur de la grande; quel est le lieu décrit par 
le point A de la petite circonférence? 



LIVRE TROISIÈME. 

LES FIGURES SEMBLABLES. 

Lignes proportionnelles. — Polygones semblables. — Applications aux 
lignes proportionnelles. — Polygones réguliers. — Circonférence. 

LlfiNBS PBOPOBTIOSKELLES. 

Définitions et principes. 

!• On dit que deux longueurs sont proportionnelles à deux 
astres longtieurs, lorsque le rapport des deux premières est égal 
au rapport des deux dernières. 

L'égalité de deux rapports constitue ce qu'on appelle une 
proportion. Soient a et 6 les deux premières lignes, c et d les 
deux dernières, l'égalité des deux rapports, ou la proportion, 
s'écrira 

2* On dit que des longueurs a , 6, c, d.... sont proportion- 
nelles à d'autres longueurs a', b', «', d',.-- lorsque, comparées 
deux à deux, elles présentent une suite de rapports égaux. 

a^ 6__ c _d^_ 

a'~6'"~ c'""d' 

Supposons, par exemple , que la valeur de ce rapport soit 

3 3 

égale à -; cela signifle que la longueur a est les- de a', que 6 

3 3 

est les - de b\ c les - de e\ et ainsi de suite. En d'autres termes, 

5 9 

les longueurs de la première série sont égales à celles de la 
seconde série, multipliées par. la valeur du rapport. 

3* Je rappelle ce principe élabfi en arithmétique, principe 
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dont nous ferons fréquemment usage. Lorsqu'on a une suite de 
rapports égaux 

a b c 

^""6'~^? • 

si l'on fait la somme des numérateurs et celle des dénomina- 
teurs, on obtient un nouveau rapport 

a' + b'+c' +....' 

égal à chacun des rapports proposés. Supposons, par exemple, 

3 
que les rapports proposés aient pour valeur -; chacune des gran- 

3 

deurs a, 6, c...., étant les - de la, grandeur correspondante a\ 

o 

b\ c'...., il est clair que la somme des premières grandeurs sera 

3 
aussi les ~ de la somme des dernières grandeurs; donc le nou- 
veau rapport aura même valeur que les rapports proposés. 

Si l'on retranche l'un de l'autre les numérateurs et les déno- 
minateurs de deux rapports égaux -7, -rr» on forme encore un 

nouveau rapport -t^tt? égal à chacun des premiers; car si 

3 
chacune des deux grandeurs a et b est les ~ de la grandeur 

correspondante a' et b\ il est clair que la différence a—b 
3 

est aussi les =■ de la différence a' — b\ 
o 

k"" Si les longueurs ont- été mesurées au moyen d'une même 
unité , il est évident que Ton pourra substituer, dans chaque 
rapport, aux lignes elles-mêmes, les nombres qui les mesurent, 
ce qui permet d'effectuer sur ces nombres les opérations de 
l'arithmétique. Ainsi les lettres désigneront à volonté, soit les 
longueurs elles-mêmes, soit les nombres qui les représentent. 

Par exemple, si, dans les deux rapports égaux 

a c 
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on suppose que les lettres désignent les nombres qui mesurent 
les longueurs au moyen d'une même unité, et si Ton multiplie 
ces deux rapports égaux par le nombre b et encore par le nom- 
bre dt on aura les deux produits égaux 

aXd=&Xc- 

5<» ,La longueur d, qui occupe le quatrième rang dans la pro- 
portion est dite quatrième propartionnelle entre les trois autres 
a, 6, c. 

Si Ton remplace les longueurs par les nombres qui les re- 
présentent , et si Ton divise par le nombre a les deux produits 

égaux 

aXd = &Xc, 
on trouve 

a = • 

a 

6« Lorsque, dans deux rapports égaux, le second terme du 

premier rapport est le même que le premier terme du second 

rapport, on dit que cette longueur est moyenne proportionnelle 

entre les deux autres. Soient, par exemple, les deux rapports 

égaux 

a b 

la longueur b est moyenne proportionnelle entre les deux lon- 
gueurs a et c. 

En remplaçant les longueurs par les nombres qui les repré- 
sentent, et faisant la multiplication, on déduit de là 

6«=aXc. 

Ainsi , lorsqu'une longueur est moyenne proportionnelle entre 

deux autres, le carré du nombre qui la représente est égal au 

produit des nombres qui représentent les deux autres. 

V Considérons un point M (fig. 139) divisant la droite ÂB dans 

Fig. 139. un certain rapport. Si l'on imagine 

^ ^ ^ que ce point, parlant de l'extrémité 

^ ^ B A, marche vers B, la partie MA 

augmentant, et la partie MB diminuant, on voit que, pour ces 
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deux raisons, le rapport de MA à MB ira en croissant d'une ma- 
nière continue de zéro à l'infini. Il y aura donc une position du 
point M pour laquelle le rapport de MA à MB aura une yaleur 
donnée, et il n'y en aura qu'une. 

Quand le point M arrive au milieu de AB, le rapport devient 
égal à l'unité; jusque-là il était plus petit; quand le point M 
dépasse le milieu, le rapport devient plus grand que l'unité. 

8° Il est bon de généraliser la question précédente. Sur une 

droite indéfinie CD, marquons deux points fixes A et B (fig. 140) 

Fig. 140. et concevons qu'un point 

c '- 1 • .-; ^ mobile parcoure cette 

droite indéfinie; nous 
nous proposons d'étudier comment varie le rapport des dis- 
tances du point mobile aux deux points fixes A et B. Nous avons 
vu déjà que, lorsque le point mobile M va de A en B, le rap- 

MA • 

port |rj^ croit d'une manière continue de zéro à l'infini. Sup- 
posons que le mobile dépasse le point B et vienne en M', le 
rapport jçpg aura une valeur plus grande que l'unité ; ce rap- 

- , . , . M'B + BA . , , AB . , . , „, ^ , 
port est égal à — ^-^ — , ou à 1 + jTîTn i si le poml M , partant 

du point B, s'éloigne indéfiniment sur la droite BD, le numéra- 
teur BA étant constant et le dénominateur augmentant indéfî- 

AB 

niment à partir de zéro, il est clair que le rapport tttk va en di- 
minuant d'une manière continue de Tinflni à zéro ; le rapport 

M'A 

^fTK > qui surpasse le précédent d'une unité, ira lui-même en di- 
minuant d'une manière continue de l'infini à l'unité. 

Supposons maintenant que le mobile marche de A vers C et 

M"A 

vienne dans la position M'', le rapport 7777^ est inverse du rapport 

M'B . , A 1 xM''A + AB , , , AB ^ , , 

jgp^ , qui est égal à — ^„^ ■ ou a 1 + ^^. Quand le point 

M", partant d u point A, s'éloigne indéfiniment dans la direction AC; 

M"R 

le rapport g^^j décroît d'une manière continue de l'infini à 
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Tunilé, et par conséquent le rapport inverse jrp^ croît d'une 

manière continue de zéro à Tunité. 

Il résulte de ce qui précède que , sur la droite indéfinie GI>, 
il existe deux points tels, que le rapport des distances de chacun 
d'eux aux points fixes A et B soit égal à un rapport donné. L'un- 
M est situé entre les deux points A et B; l'autre M' ou M" est 
situé à droite du point B ou à gauche du point A, suivant que 
le rapport donné est plus grand ou plus petit que Tunité. 

Lorsque le rapport donné devient égal à l'unité, le premier 
point se place au milieu de AB, l'autre s'éloigne à l'infini, d'un 
côté ou de l'autre. 

Théorème I. 

Trois parallèles A A', BB', CC (fig. 141) déterminent sur deux 
droites quelconques AC, A'C des longueurs proportionnelles. 

Les trois parallèles déterminent sur la droite AG les deux par«> 

Fig. 141. ^^^^ ^^ ^^ ^^' ^"^ ^^ droite A 'G' les deux 

y \A' parties A'B' et B'G'. Je dis que le rap- 

d/.L.-Ad' port des deux premières longueurs est 

b/\"h ^\B' égal au rapport des deux autres. En 

f/jwJ. Af effet, supposons que les deux lon- 

■ y i ^ gueurs AB et BG aient une com- 
mune mesure, qui soit contenue, par 
exemple, trois fois dans la première, deux fois dans la seconde; 
le rapport de ces deux longueurs sera exprimé par le nombre 
fractionnaire |. Par les points de division D, Ë, F menons des 
parallèles à la droite GG'. Je vais démontrer que la droite A'C' 
est dinsée par ces parallèles en cinq parties égales comme la 
droite AG. Si parles points A, D, E, B, Fon mène des parallèles 
à la droite A'C', on forme cinq triangles ADG, DEH, ..., qui sont 
égaux entre eux, comme ayant un côté égal adjacent à deux 
angles égaux chacun à chacun ; par exemple, le côté AD du pre- 
mier triangle est égal au côté DE du second, l'angle DAG est égal 
4 l'angle correspondant EDH, et l'angle ADG à l'angle corres- 
pondant DEH. Les triangles étant égaux, les côtés AG, DH, El, 
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BK, FL sont égaux entre eux. Mais les droites ÂG et Â'D' sont 
égales, comme côtés opposés d'un, parallélogramme ; on a de 
même, DH=D'E', EI=rB', BK=FF', FL=P'C'. Ainsi la droite 
A'C est divisée en cinq parties égales comme la droite AG. La 
longueur A'B' contient trois de ces parties, la longueur B'C en 
contient deux; on en conclut que le rapport des deux lon- 
gueurs A'B' et B'C est exprimé par le nombre fractionnaire f , 
comme celui des deux longueurs AB et BG, et l'on a les deux 

rapports égaux 

AB__A'B^ 
BG""B'C'' 

L'égalité de ces deux rapports, ayant lieu si petite que soit 
la commune mesure des longueurs AB et BG> subsi3te dans .tous 
les cas. 

On voit sur la figure que le rapport des deux longueurs A'B' 
et A'G' est exprimé par la fraction f , comme celui des deux 
longueurs AB et AG. On a donc aussi les rapports égaux 





AB A'B' 


et de même 


AC~A'C" 

BC B'C 

AG~A'G'' 



Corollaire. Toute parallèle DE à tm calé BC 
(fun triangle divise les deux autres côtés en 
parties proportionnelles {Rg, 142). 



\c 



c 



Menons par le sommet A une parallèle 
FG au côté BC; nous aurons trois parallèles 
FG, DE, BC, qui, d'après le théorème précédent, détermine- 
ront sur les droites AB et AG des longueurs proportionnelles. 
On a donc les rapports égaux . 





AD AE 
DB~Ën' 


et de même 


AD AE DB EG 
AB~AC' AB"~AG* 
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Réciproquement, lorsqu'une droite DE (fig. 143) divise deux 
côtés dCun triangle en parties proportionnelles^ elle est parallèle au 
troisième côté BG. 

Comme nous l'avons expliqué précédemment , il n*y a qu'un 

seul point E qui divise la droite AC, de telle sorte que le rapport 

^''^' "'• de AE à EC soit égal au rapport donné 

de AD à DB. Si par le point D on mène 

une parallèle à BG, cette parallèle, 

divisant le cOté AG dans ce même 

rapport, passera nécessairement par le 

point E, et la droite DE se confondra avec la parallèle. 

Reharque. Au lieu de supposer que les deux longueurs AE 

et EG sont proportionnelles aux deux longueurs AD et DB, on 

aurait pu supposer que les deux longueurs AG et AE sont 

proportionnelles aux deux longueurs AB et AD. Gar si l'on a 

AB AG .AB AD , , ..„. , 

•^ =-jr^, on a aussi ttî = jg î en prenant la différence des 

numérateurs et celle des dénominateurs, on forme un nouveau 

DB 
rapport ^^ égal à chacun des deux précédents^ ce qui donne 

AD DB , . AD AE 
jg=3g^,oubien55 = gg. 

Théorème III. 

Fig. iw. ^ La bissectrice AD (fig. 144) de F angle 
A d'un triangle divise le côté opposé BG 
en deux parties pi^oportionnelles aux ctf- 
tés adjacents AB et AG. 

Du sommet G je mène une parallèle 
GE à la bissectrice AD, jusqu'à, sa 
rencontre avec le prolongement du côté BA. L'angle AEG est 
égal à Tangle correspondant BAD, et l'angle AGE à l'angle 
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allerne-mteme CAD; les deux angles BAD, CAD élant égaux, 
à cause de la bissectrice AD, les deux angles AEC, ACE sont 
aussi égaux ; donc le triangle CAE est isocèle, et les côtés AG et 
AE, opposés aux angles égaux, sont égaux. La droite DA, pa- 
rallèle au côté CE du triangle CEE, divise les deux côtés BG e* 
BE en parties proportionnelles , et Ton a les rapports égaux 

jTp =Tp- En remplaçant la longueur AE par son égale AC, on 

RD BA 
en déduit 7^ = 477; ainsi les deux parties BD et DC, détermî- 

nées parla bissectrice sur le côté BC^sont proportionnelles aux 
deux côtés adjacents AB et AC. 

Corollaire. Réciproquement, si un point D partage le côté BC 
(Tun triangle en deux parties BD et DC proportionnelles aux côtés 
adjacents AB et AC, la droite AD est bissectrice de l'angle A. Puisqu'il 
n'y a qu'un seul point D qui divise la droite BC en deux parties 
BD et DC proportionnelles aux côtés AB et AC , la bissectrice 
de l'angle A, divisant cette droite dans ce même rapport, passera 
nécessairement par le point D et la droite AD se confondra avec 
la bissectrice. \ 

Théorème IV. 

La bissectrice AP (fîg. 145) de V angle extérieur CAE d!un trian- 
gle détermine sur le prolongement du côté opposé BC un point P dont 
^'^S' *^5. ^ les distances aux points B et G sont 

proportionnelles aux côtés adja- 
cents AB et AC. 




En effet, si par le sommet C on 
mène une parallèle CG à la bissec- 
trice AP, on démontrera, comme précédemment, que le triangle 
ACG est isocèle, et que le côté AC égale AG; à cause de la paral- 
lèle CG au côté PA du triangle ABP, on a les deux rapports 

•pT|> AT» 

égaux ^ip = 7p ; si l'on remplace la longueur AG par son égale 

FB AB 

AC, il vient =ïp = ^ ; ainsi les distauces FB et PC, déterminées 
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sur le côté BG par la bissectrice de l'angle extérieur GAE, sont 
proportionnelles aux deux côtés adjacents AB et AG. 

Corollaire. Réciproquement, si un point P, pris sur le pro- 

longement du côté BC du triangle^ est tel, que le rapport de FB à FG 

soit égal au rapport de AB à AC, la droite AP est bissectrice de Van- 

gU extérieur GAE. Nous supposons le côté AB plus grand que 

AG. Nous avons vu qu*il existe sur le prolongement de la droite 

BG im point P tel, que le rapport des distances PB et PC ait une 

AB 
valeur donnée -^ plus grande que l'unité, et qu'il n'en existe 

qu'un ; la bissectrice de l'angle extérieur, donnant ce même 
rapport, passera nécessairement par le point P et coïncidera 
avec AP. 

Remarque. Imaginons .que Ton prolonge indéfiniment les 
trois côtés du triangle ABC; les deux bissectrices AD et AP des 
angles en A jouissent de cette propriété remarquable de déter- 
miner sur la droite indéfinie BG les deux points D et F tels, que 
les distances de chacun d'eux aux deux points B et G sont propor- 
tionnelles aux côtés AB et AG. 

Lorsque les deux côtés AB et AG sont égaux, la bissectrice AD 
passe par le milieu de la droite BG, l'autre devient parallèle à 
BC, et le point P s'éloigne à l'infini. 

POLTGOSES SEMBLABLES. 

Définitions. 

V On dit que deux polygones sont semblables, lorsqu'ils ont 
les angles égaux chacun à chacun, et les côtés homologues pro- 
portionnels. 

On entend par côtés homologues les côtés adjacents aux angles 
égaux. 

2<» Le rapport constant des côtés homologues est le rapport 
de simUiti^ des deux figures. 

Par exemple, si deux polygones ont les angles égaux chacun 
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à chacun, et si les cAtés du premier sont deux fois plus grands 
que les côtés .homologues du second, les deux polygones sont 
semblables et le rapport de similitude est 2. 

Théorème V. 

Une droite DE (fig. 146) parallèle àVun des câtésBG d'un triangle 
ABC, détermine un second triangle ADE semblable au premier. 

On voit immédiatement que les deux 
triangles ont leurs angles égaux cha- 
cun à chacun, savoir : l'angle A com- 
mun, les angles D et B égaux comme 
correspondants ; de même les angles 
E et G. 

Je dis maintenant que les côtés sont proportionnels. De ce 
que la droite DE est parallèle à BC, il résulte déjà que le rap- 
port des deux côtés AB et AD est le même que celui des deux 
côtés AG et AE. Par le point E menons une parallèle EF au côté 
AB; cette parallèle divisera de même les deux côtés GA et CB 
en parties proportionnelles, et le rapport de BG à BP sera le 
même que celui de AG à AE. Mais les deux droites BF et DE sont 
égales comme côtés opposés d*un parallélogramme ; on en con- 
clut que le rapport des deux côtés BG et DE est aussi égal à 
celui des côtés AG et AE, comme celui de AB à AD. Les deux 
triangles ABG, ADE, ayant ainsi les angles égaux chacun à cha- 
cun et les côlés proportionnels, sont semblables. 

Théorème VI. 

Deux triangles ABG, A'B'G' (fig. 147), qui ont leurs angles égaux 
Fig. 147. chacun à chacun, sont sembla- 

bles. 




Soit l'angle A égal à A' et 
l'angle B égala B'; le troi- 
^sième angle G sera nécessai- 
rement égal à G', puisque la somme des trois angles d'un 
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triangle vaut deux angles droits. Sur le côté AB prenons 
une longueur AD égale à A'B', et par le point D menons une 
parallèle DE à BÇ. On sait, en vertu du théorème précé- 
dent, que cette parallèle détermine un triangle ADE sembla- 
ble à ABC. Maïs le triangle ADE est égal au triangle A'B'C, 
comme ayant un côté égal acjyacent à deux angles égaux, sa- 
voir : le côté AD égal à A'B', l'angle A égal à A\ et l'angle ADE 
égal à l'angle correspondant B et par conséquent à l'angle B'. 
Puisque le triangle A'B'C'est égal au triangle ADE, il est évidem- 
ment semblable au triangle ABC. 

Remarque. Pour que deux triangles soient semblables, il 
suffit qu'ils aient deux angles égaux chacun à chacun; car 
alors les troisièmes angles sont aussi égaux. 

Il faut remarquer que, dans deux triangles semblables, les 
côtés homologues sont opposés aux angles égaux. 

Théorème VIL 

Deux triangles ABCy A'B'G'(fig. 148), gui ont leurs cétés propor- 
tionnels^ sont semblables. 

Nous supposons que le rapport du côté A'B' au côté AB est le 

même que celui de A'C à AG, et aussi le même que cehii de 

3 
B'G à BG. Pour fixer les idées, soit - la valeur de ce rapport 

Sur le côté AB prenons comme 
précédemment une longueur 
AD égale à A'B', et par le 
point D menons une parallèle 
DE à BG, parallèle qui déter- 
minera un triangle ADE sem* 
blableà ABG. Il est aisé de voir que ce triangle ADE est égal au 
triangle A'fi'G'. Les triangles semblables ADE, ABG ont leurs cô* 
tés proportionnels; puisque le rapport de A'B' ou de AD à AB est 

3 

-Tj chacun des côtés du triangle ADE sera les trois cinquièmes du 
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côté homologue du triangle semblable ABC. Mais, par hypo- 
thèse, les côtés du triangle' A'B'C sont aussi les trois cinquièmes 
^ de ces mêmes côtés. On en conclut que les deux triangles ADE, 
À'B'C ont leurs côtés égaux chacun à chacun, et par consé- 
quent sont égaux entre eux. Donc les triangles ABC, A'fi'C sont 
semblables. 

Remarque. D'après la définition générale de la similitude des 
polygones, deux triangles semblables sont deux triangles qui ont 
leurs angles égaux chacun à chacun et leurs côtés homologues 
proportionnels. Il faut remarquer que l'une de ces conditions 
su [fit pour la similitude des triangles : nous avons démontré, 
en effet, dans le théorème YI, que si deux triangles ont leurs 
angles égaux chacun à chacun, ils sont semblables , et par con- 
séquent ont leurs côtés homologues proportionnels; et, dans 
le théorème VII, que, si deux triangles ont leurs côtés propor- 
tionnels, ils sont semblables, et par conséquent ont leurs angles 
égaux chacun à chacun. Ainsi l'égalité des angles entraîne la 
proportion des côtés , et réciproquement. Il suffit de recon- 
naître une seule de ces deux conditions pour que l'on puisse 
affirmer la similitude des triangles. 

Théorème -VIII. 

Beuœ triangks ABC, A'B'C (fig. 148), qui ont un angh égal 
cçmpris entre deux côtés proportionnels ^ sont semblables. 

Soit l'angle A égal à A' et les côtés AB et AG proportionnels 
aux côtés A'B' et A'C. Nous supposerons comme précédemment 

que le rapport de A'B' à AB, ou de A'C à AG soit égal à|. Pre- 

Qons encore sur AB une longueur AD égale à A'B' et par le point D 
menons à BC une parallèle DE, qui déterminera un triangle ADE 
semblable à ABC. Ces triangles semblables ont leurs côtés pro- 
portionnels; puisque AD est les trois cinquièmes de AB, le 
côté AE sera les (rois cinquièmes de AG; mais kV est aussi les 
trois cinquièmes de AC; donc le côté A'C' jçst égal à AB. H ré- 
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suite de là que les deux triangles ADE, A'fi'G' sont égaux comme 
ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun 
à chacun» savoir : l'angle A égal à A\ le côté AD égal à A'B\ 
et le côté AE égal à A'C. Ainsi les deux triangles ABC, et A'B'C 
sont semblables. 

Théorème IX. 




Deux triangles f qui ont leurs côtés parallèles ou perpencUcU" 
laires chacun à chacun^ sont semblables. 

^'8- *^»- Ce théorème est une conséquence immé- 

diate du théorème VL Supposons d'abord 
que les deux triangles aient leurs côtés 
parallèles chacun à chacun (ùg. 149]. Nous 
avons démontré que deux angles, qui 
ont leurs côtés respectivement parallèles, 
sont égaux ou supplémentaires (17, 1). Les deux triangles au- 
ront donc leurs angles égaux ou supplémentaires. Mais il est 
aisé de voir qu'ils sont nécessairement égaux. En effet , si les 
trois angles, ou seulement deux, étaient supplémentaires chacun 
à chacun, la somme des six angles des deux triangles serait 
plus grande que quatre angles droits. Ainsi, il y a au moins 
deux angles égaux chacun à chacun ; mais alors les trois an- 
gles sont égaux, et les triangles sont semblables. Les côtés pa- 
rallèles sont homologues. 

Il en est de même si les deux trian- 
gles ont leurs côtés perpendiculaires 
chacun à chacun (fig. 150). Les angles 
seront encore égaux entre eux et les 
triangles semblables. Les côtés perpen- 
diculaires sont homologues. 



Fig. iSO. 




Théorème X. 
Deux polygones , composés d'un mime nombre de triangles sem- 
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blables chacun à chacwn, et disposés dans le même ordre^ sont sem- 
blables. 

Soient les deux polygones ABCDE, A^B'C'D'E' (fig. 151), com- 
posés de triangles semblables chacun à chacun et disposés dans 
Fig. i5f. le même ordre. Dans les trian- 

B gles semblables, les rapports 

y^^\^ B- des côtés homologues sont 

A^ -^c y^\^ égaux; mais les triangles 

y"x / *v""v / consécutifs ayant un côté 

\ ^x, / „V-\y commun, il est clair que 

> ^ E' D' ^ 

* " tous ces rapports sont égaux 

entre eux.. Ainsi les deux polygones ont leurs côtés proportion- 
nels. D'autre part, les angles des triangles semblables étant 
égaux chacun à chacun, les deux polygones auront leurs angles 
égaux, soit directement, soit comme formés de parties égales. 
Les deux polygones , ayant aiilsi leurs côtés proportionnels et 
leurs angles égaux, sont semblables. 

Théorème XL 

Réciproquement, deux polygones semblables sont décomposables 
en un même nonibre de triangles semblables chacun à chacun. 

Soient les deux polygones semblables ABCDE, A'B'G'D'E' 
(flg. 151). Je partage le premier polygone en triangles par les 
diagonales AC, AD, et aussi le second par les diagonales homo- 
logues A'C, A'D'. L'angle B étant égal à B' et le rapport de AB 
à A'B' égal à celui de BC à B'C, les deux triangles ABC, A'B'C 
sont semblables comme ayant un angle égal compris entre deux 
côtés proportionnels (8). Dans ces triangles semblables, les an- 
gles BCA, B'C'A'sont égaux ; si on les retranche des angles égaux C 
et G des polygones, il reste des angles égaux ACD, A'C'D'. Dans 
ces mêmes triangles semblables, le rapport de AC à A'C égale 
celui de BC à B'C; mais ce dernier rapport, dans les polygones 
semblables, égale celui dé CD à CD'; donc le rapport de AG 
à A'C égale £elui de CD à CD', et les deux triangles ACD, A'CD' 
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sont semblables comme ayant un angle égal compris entre les 
côlés proportionnels. On continuera de la même manière, de 
proche en proche, jusqu'aux derniers triangles. 

Remârqtje. Pour que deux triangles soient semblables, il suf* 
fit, comme nous l'avons vu, que les angles soient égaux, ou les 
cAtés proportionnels. L'une des conditions entraîne l'autre. Il 
n'en est pas ''de même pour les polygones. Par exemple, deux 
rectangles quelconques ont les angles égaux , et cependant ils 
ne sont pas semblables ; il faut pour cela qu'ils aient les côtés 
proportionnels. Deux losanges quelconques ont les côtés pro- 
portionnels, et cependant ils ne sont pas semblables; il faut 
pour cela qu'ils aient un angle égal. 

Théorème XII. 

Les périmètres de deuxpolygones semblables sont proportionnels 
à deux côtés homologues. 

Dans les deux polygones semblables , les côtes homologues 
sont proportionnels. Mais on sait que, lorsqu'on a une suite de 
rapports égaux , ,si l'on fait la somme des numérateurs et celle 
des dénominateurs, on obtient un nouveau rapport égal à cha- 
cun des rapports proposés. Ainsi le rapport des périmètres des 
deux polygones est égal à celui de deux côtés homologues. 

Pour faire bien comprendre le principe sur lequel nous nous 

appuyons, il est bon de l'expliquer directement sur l'exemple 

actuel. Supposons d'abord que le rapport de similitude soit un 

nombre entier 2 ; les côtés du premier polygone étant deux 

fois plus grands que les côtés homologues du second polygone, 

il est clair que le périmètre du premier polygone sera lui-même 

deux fois plus grand que lé périmètre du second. En général, le 

rapport desimilitudeseraun nombre fractionnaire, par exemple 

g 

- ; chacun des côlés du premier polygone étant les huit cin- 
o 

quièmes du côté homologue du second polygone, le périmètre 

du premier polygone sera également les huit cinquièmes du 

THÉORIE. 7 
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périmètre du second. Ainsi le rapport des périmètres de deux 
polygones semblables est égal au rapport de deux côtés homo- 
logues. 

Théorème XIII. 

Si sur les droites qui vont d'un point quelcanque aux différents 
sommets d'un polygone, on prend des longueurs proportionnelles à 
ces droites, on forme un second polygone semblable au premier. 

Soit le polygone ABGDE (fig. 152). D'un point arbitraire je 
mène les droites OA, OB, OC..., aux différenis sommets, et, 
^'s- *"• sur ces droites, je prends 

des longueurs proportion- 
nelles OA', OB', OC'..., 
c'est-à-dire des longueurs 
telles, que le çapport de OA' 
à OA soit le même que celui 
de OB' à OB, que celui de 
OC à OC... La droite A'B', divisant les lignes OA et OB en 
parties proportionnelles, est parallèle 'à AB (2), et, à cause de 
la similitude des triangles OA'B', OAB, le rapport de A'B' à AB 
est le môme que celui de OA' à OA. De même B'C est parallèle 
à BC, et le rapport de B'C à BR est le même que celui de OB' 
à OB ou de OA' à OA; et ainsi de suite. Les deux polygones, 
ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens , ont 
leurs angles égaux (17, 1); d'ailleurs les côtés sont proportion- 
nels; donc les deux polygones sont semblables. 

Remarque I. Les deux polygones ainsi disposés sont dits 
semblables et semblablement placés. Le point est le centre de 
similitude^ le rapport de OA' à OA est le rapport de simili- 
tude. 

Si l'on fait varier le rapport de similitude de zéro à l'infini, on 
construira de cette façon tous les polygones semblables au po- 
lygone proposé. Dans la figure précédente, le rapport de simi- 
litude est plus petit que l'unité. S'il était plus grand, il faudrait 
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prolonger les droites OA, OB..., et le second polygone serait 
plus grand que le premier. 

Remarque II. Si Ton portait des longueurs proportionnelles 
sur les prolongements des droites OA, OB, OC (6g. 153)..., de 
Tautre côté du point 0, on formerait encore un polygone sem- 
blable au polygone proposé, et il serait dit invercemenl placé. 

Fig. 153. 



D' 








En effet, les deux triangles OAB, OÂ'B' sont semblables, cojnme 
ayant Tangle opposé par le sommet égal et compris entre deux 
côtés proportionnels ; à cause de l'égalité des angles alternes- 
internes OAB, OA'B', le côté A'B' est parallèle à AB, mais dirigé 
en sens contraire ; d'ailleurs ces deux côtés sont entre eux dans 
le rapport de OA' à OA. Les deux polygones, ayant leurs côtés 
respectivement parallèles et dirigés en sens contraire, ont leurs 
angles égaux ; comme ils ont aussi leurs côtés proportionnels, 
ils sont semblables. 

Imaginons que ce second polygone tourne autour du point 
comme autour d'un pivot, de manière que OA' vienne se placer 
en OA", le polygone occupera alors la position A"B"C''D''E", et 
sera semblablement placé relativement au premier polygone. 

Remarque 111. Il est facile d'étendre ces propriétés aux figures 
terminées par des lignes courbes. On 
peut considérer deux courbes sembla- 
bles comme les limites de deux lignes 
brisées semblables dont le nombre des 
côtés augmente indéfiniment. 

Soit AD une courbe quelconque 
(fig. 154). D'un point fixe du plan, 
menons des droites aux différents points A, B, C..., de cette 




100 LIVRE IIÎ. 

courbe, et sur ces droites prenons des longueurs proportion- 
nelles OA', O'B, OC, etc.; la courbe A'D' qui passe par tous les 
points ainsi déterminés est semblable à la courbe proposée AD; 
car on peut considérer ces deux courbes comme les limites 
vers lesquelles tendent les deux lignes brisées semblables 
ABCD , A'B'C'D', quand on augmente indéfiniment le nombre 
des divisions. Les deux courbes sont non-seulement semblables, 
mais encore semblablement placées; le point est le centre de 
similitude. 

Deux cercles sont évidemment des figures semblables ; car, si 
on les place l'un sur l'autre de manière que leurs centres coïn- 
cident, les rayons partant du centre sont dans un rapport 
constant. 

Dans les cercles différents, deux arcs, ou deux secteurs, ou 
deux segments, qui ont même angle au centre, sont aussi des 
figures semblables; car, si on superpose ces ailgles égaux, les 
rayons sont encore dans un rapport constant. 

Remarque IV. Deux cercles présentent cette particularité re- 
marquable, que, quelle que soit leur situation dans le plan, 
ils sont toujours semblablement placés. Ceci tient à ce qu'un 
cercle occupe toujours la même position dans le plan, quand on 

Fig. 155. 




le fait tourner autour de son centré. Soient les deux cercles C 
et C (fig. 155); menons deux rayons parallèles CA, C'A' dans 
une direction quelconque, la droite AA', qui joint leurs extrémi- 
tés, rencontre la ligne des centres prolongée en un certain point 
0. Les triangles semblables OCA, OC'A' donnent les rapports 

égaux 

OC_CA. 

OC' ~ C'A'' 
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le rapport des distances du point aux deux points flxes G et C 
étant constamment égal au rapport des rayons , quelle que soit 
la direction des rayons parallèles , il en résulte que le point 
est fixe sur la droite CC; ainsi toutes les droites telles que ÂA' 
passent par un même point 0. Gomme d'ailleurs, en vertu de 
la similitude des mêmes triangles, le rapport des longueurs OA 
et OA' est constant et égal au rapport des rayons GA et G'A^ ce 
point est un centre de similitude directe. 

Les deux cercles admettent un autre centre de similitude. 
Menons le rayon G'A'' parallèle à GA , mais en sens inverse : la 
droite AA"* rencontre la ligne des centres en un point 0^ Les 
triangles semblables O'GA, O'G' A'' donnent les rapports égaux 

o;c__CA. 

OC""C'A^' 

le rapport des distances O'C et O'G' étant constant, quelle que 
soit la direction des rayons parallèles, on en conclut de môme 
que le point 0' est fixe sur la ligne du centre. Ainsi toutes les 
droites telles que AA" passent par un même point 0'. Gomme 
d'ailleurs le rapport de O'A à O'A" est constant, on en conclut 
que le point 0' est un centre de similitude inverse. 

Il est à remarquer que les deux centres de similitude et 0' 
de deux cercles sont les deux points qui, appartenant à la ligne 
des centres indéfiniment prolongée , sont à des distances des 
centres proportionnelles aux rayons. 

Les tangentes communes aux deux cercles passent par l'un 
ou l'autre des deux centres de similitude. Par exemple, la tan- 
gente extérieure DD' passe par le centre de similitude directe ; 
car si l'on imagine que la sécante OB tourne autour du point 0, 
quand les deux points A et B se confondront en D , les deux 
points homologues A' et B' se confondront aussi en D', et la 
droite deviendra tangente aux deux cercles. Geci nous fournit 
un nouveau moyen de mener une tangente commune à deux 
cercles. 

Quand les deux cercles sont égaux, la droite A A' devient pa- 
rallèle à GG' et le point 0, centre de similitude directe, s'éloigne 
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à rinfini; le point 0', centre de similitude inverse, se- place au 
milieu de la ligne des centres. 

APPLICATION ÀDX LIGNES PEOPORTIONNELLES. 

Béfinitioiis et principes. 

1° On appelle projection d'un point A (fig. 156) sur une droite 
Fig. 156. CD le pied a de la perpendiculaire abais- 

sée du point A sur la droite CD. 



2<» On appelle projection d'une ligne AB 
sur une droite CD, la portion ab comprise 
entre les pieds des perpendiculaires abais- 
sées des points A et B sur la droite CD. 



3* Avant d'aller plus loin , nous établirons sur les nombres 
quelques propositions tris-simples qui nous seront utiles. Dési- 
gnons par les lettres a cib deux nombres quelconques, et pro- 
posons-nous de faire le carré de la somme a+6 de ces deux 
nombres. 

a+b 
a + b 
a^+ba 
+ ab + b^ 



a*+2a6 + 6». 

Il faut d'abord multiplier chacune des parties du multipli- 
cande par la première partie a du multiplicateur, ce qui donne 
a^-^ba; il faut ensuite multiplier chacune des parties du mul- 
tiplicande par la seconde partie b du multiplicateur, ce qui 
donne ab + b*. En ajoutant les deux produits partiels, et remar- 
quant que bx,a=axby on obtient pour le produit demandé 

{a-\-by=a*+2ab + b\ 

Ainsi le carré de la somme 'de deux nombres est égal a la somme 
des carrés. de ces deux nombres, plus deux fois leur prodint. Cette 
propriété a déjà été vue en arithmétique. 
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4® Proposons-nous maintenant de faire le carré de la diffé- 
rence des deux nombres a et b. 

. a— ft 
a — b 



a* — ba 

^ab + b* 
a^'-2ab + b\ 

Il faut d*abord multiplier les deux termes du multiplicande 
par le premier terme a du multiplicateur, ce qui donne 
«' — ba. Il faut ensuite multiplier les deux termes du multiplia 
cande par 6, ce qui donne a&— 6% et retrancher ce dernier pro- 
duit. Si l'on retranche aô, on retranche une quantité trop grande 
de 6*, ce qui donne un résultat trop petit de b*; il faut donc, 
pour corriger Terreur, ajouter 6". On aura donc 

(a—by=a*+b^--2ab. 

Ainsi le carré de la différence de deux nombres est égal à la 
somme des carrés de ces deux nombres, moins deux fois leur produit. 

Théorème XIV. 

Si du sommet de Vangle droit d'un triangle rectangle on abaisse 
une perpendiculaire sur Vhypoténuse: 1" chacun des côtés de Vangle 
droit est moyen proportionnel entre Vhypoténuse et le segment ad- 
jacent; 2* la perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre les 
deux segments de Vhypoténuse, 

Soit le triangle rectangle ÂBG (flg. 157). Du sommet A de 
Tangle droit j'abaisse la perpendiculaire 
AD sur l'hypoténuse. Je remarque d'a- 
bord que cette perpendiculaire détermine 
deux triangles partiels semblables au 
triangle proposé. 
En effet, les deux triangles ABD, ABC ont l'angle aigu B 
commun, l'angle droit ADB est égal à l'angle droit BAC; donc le 
troisième angle BAD de l'un est égal au troisième angle G de 
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l'autre , et les deux triangles sont semblables comme ayant 
leurs trois angles égaux chacun à chacun (6). De même les deux 
triangles ACD, ABC ont l'angle aigu G commun, les angles droits 
ADC, BAC sont égaux ; donc le troisième angle CAD de l'un 
égale le troisième angle B de l'autre, et les triangles sont sem- 
blables. 
Pour bien montrer aux yeux la similitude de ces triangles, 
Fig. 158. j'imagine les deux triangles partiels re- 

tournés et appliqués, l'un en BtD'A', l'au- 
tre en CD'^A (fig. 158) ; à cause de l'angle 
droit D', le côté D'A' sera parallèle à AC; 
de même, à cause de l'angle droit D", le 
côté D"A" sera parallèle à AB. Dans cette 
position, on reconnait immédiatement les côtés homologues. 

P Les deux triangles semblables BAC, BD'A' ont leurs côtés 
homologues proportionnels ; le rapport des côtés homologues 
BC et BA' est égal au rapport des côtés homologues BA et BD', 
ce qui s'écrit 

BC _BA 

BA' "" BD'* 

Mais la ligne BA' est la même que BA, la ligne BD' la même 
que BD ; on a donc les deux rapports égaux 

BC_BA 
BA'^BD* 

Dans cette proportion ou égalité de deux rapports, on voit que 
le côté BA occupe les deux places moyennes, c'est-à-dire la 
seconde et la troisième. Ainsi, le côté BA de l'angle droit est 
moyen proportionnel entre l'hypoténuse entière BC et le seg- 
ment ou partie adjacente BD. 

De même les triangles semblables CAB , CD"A" donnent les 
deux rapports égaux 

CB^CA^. 
CF CD'' 
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comme les lignes GA'' et CD'' ne sont autre chose que GA et GD, 
ces rapports égaux deviennent 

CB_CA 
CA^CU' 

et l'on voit que le côté GA de l'angle droit est moyen propor- 
tionnel entre l'hypoténuse entière GB et le segment adja- 
cent GD. 

2'' Gonsidérons maintenant les deux triangles semblables BD'A'» 
k^DX; le rapport des deux côtés homologues BD' et A'^D^est 
égal au rapport des deux côtés homologues A'D' et GD'', ce qui 

s'écrit 

BD^_A^D' 
A'W ~ GD"' 

Mais les deux lignes A'D' et A'D" ne sont autre chose que la 
perpendiculaire AD ; d'ailleurs les lignes BD' et GD" sont les 
mêmes que BD et GD; les deux rapports égaux deviennent 
donc 

BD__AD 

AD""GD" 

Ainsi la perpendiculaire AD » abaissée du sommet de l'angle 
droit sur l'hypoténuse, est moyenne proportionnelle entre les 
deux segments BD et GD de l'hypoténuse. 

G0ROÎ.LAIRE I. Le carré de la perpendiculaire abaissée du sommet 
de r angle droit d'un triangle rectangle sur V hypoténuse égale le 
produit des deux segments de Vhypotènuse. 

Supposons que les longueurs de la figure aient été mesurées 
au moyen d'une même unité, et remplaçons les longueurs par 
les nombres qui les représentent. Des deux rapports égaux 

BD__AD 
AD""GD' 

on déduit, par la multiplication, 

âd'=bdxcd. 
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Corollaire IL Le carré de chacun d^s côtés de V angle droit égale 
le produit de V hypoténuse par le segment adjacent. 

Des deux rapports égaux 





BC 
AB 


AB 
~BD' 


on déduit 








âb'= 


BCxBD. 


Les deux rapports égaux 






GB 
AG 


AG 
~GD 


donnent de même 








ÂG*= 


GBXCD. 



Corollaire IIL Le rapport des carrés des deux côtés de Vangle 
droit est égal au rapport des segmerUs adjacents. 

On a, en eflfet, en vertu des corollaires précédents, 

âb' bcxbd _bd 

ÂG»'~BCxGD CD* 

Théorème XV. 

Le carré de V hypoténuse d'un triangle rectangle est égal à la somwe 
Fig. i59. des carrés des deux autres côtés. 

k 
y\ Du sommet A (fig. 159) de l'angle 

y^ \ \ droit j'abaisse la perpendiculaire AD sur 

y^ ' \ rhypolénuse. On sait, d'après le théo- 

^ D c xhmQ précédent, que le carré de chacun 

des côtés de l'angle droit est égal au produit de l'hypoténuse 
par le segment adjacent, ce qui donne 

ÏB*==BCxBD, 
Âc'=BGxDC. 
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En additionnant, on a 

Âb'+Âc'=BCx(BD + DC); 

car multiplier la longueur BG séparément par chacun des deux 
nombres BD et DG, et ajouter les produits partiels, revient évi- 
demment à multiplier celte longueur par leur somme BD + DC, 
Mais la somme BD+DG des deux segments est égale à l'hypo- 
ténuse entière BG; on a donc le produit du nombre BG par ce 
nombre lui-même, c'est-à-dire le carré de BG, et l'égalité précé- 
dente devient 

âb*+ag'=bg*. 

Donc le carré du nombre qui exprime l'hypoténuse est égal à 
la somme des carrés des nombres qui expriment les deux côtés 
de l'angle droit. 

Corollaires. Le carré de la diagonale d'un rectangle est égal 
Fig. 160. à la somme des carrés de deux côtés adjacents 
du rectangle : car celte diagonale est l'hypoté- 
nuse d'un triangle rectangle dont les côtés du 
rectangle forment l'angle droit. 

Il en résulte que le carré de la diagonale AG 
(fig. 160) d'un carré est égale à deux fois le 
carré du côté AB, ce qui donne 

Âc'=2Âb'î 
d'où l'on déduit, en extrayant la racine carrée, 
AG = ABXv'2, 

ou j3 = ^. 

Ainsi le rapport de la diagonale au côté du carré est exprimé 
par v^2. Gomme il n'existe pas de nombre fractionnaire dont le 
carré soit exactement 2, ceci nous apprend que ces deux lignes 
n'ont pas de commune mesure , c'est-à-dire qu'il n'existe pas 




108 LIVRE III. 

de longueur, si petite qu'elle soit, qui soit contenue exactement 
dans chacune d'elles. Si donc on prend pour unité de longueur 
le côté du carré, la diagonale, n'ayant pas de commune mesure 
avec l'unité, sera dite incommensurable. Il sera impossible de 
rexpriraer exactement par un nombre fractionnaire ; mais on 
pourra l'obtenir avec une approximation aussi grande qu'on 
voudra à l'aidé des nombres fractionnaires dont les carrés dif- 
fèrent très-peu de 2 ; la diagonale sera donc représentée par le 
symbole y^, à qui, par extension d'idée, on a donné le nom 
de nombre incommensurable. 

Exemples. !• Supposons que les côtés de l'angle droit AB et AC aient des 
longueurs égales à 3"',40 et 2"*, 58, on aura 

BC* = 3,4(P + 2,58»=18,22, 

en ne conservant dans le calcul que les deux premiers chiffres décimaux ; d'où 
l'on déduit 

BC = v'Î8T22 = 4,27. 

L'hypoténuse cherchée est 4", 27, à un centimètre près, 

2» L'hypoténuse BC est de 4", 27, le côté AB de 3", 40; calculer l'autre côté 
AC de l'angle droit. Il est évident que le carré d'un côté de l'angle droit est 
égal au carré de l'hypoténuse , moins le carré de l'aulre côté. On aura donc 

Âg'=4, 272— 3,402 = 6,67. 
On en déduit AG = v^6767 = 2",58, à un centimètre près. 

3* Calculer, à un millimètre près, la diagonale d'un carré dont le côté est 
de 7", 234. 
Si l'on appelle x cette diagonale, on aura 

« = 7,234x\/2. 

Extrayant la racine de 2 avec quatre décimales, on trouve v^ = 1,4142, 

d'où «=10,230. 

4** Calculer, à un millimètre près, le côté d'un carré dont la diagonale est 
de 10-, 230. 

Puisque la diagonale est égale au côté du carré multiplié par \/2, récipro- 
quement, le côté du carré est égal à la diagonale divisée par ^. En appe- 
lant X le côté cherché, on aura donc 

j,^ 10>230 
n/2 ' 
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On abrège le calcul en multipliant les deux termes de la fraction par ^2, ce 
qui donne 



Théorème XVI. 

Dans un triangle quelconque, le carré dCun côté opposé à un angle 
aigu est égal à la somme des carrés des deux autres côtés y moins 
deux fois le produit de Vun dCeux par la projection du second sur 
le premier. 

Considérons le côté AB (fig. 161) opposé à l'angle aigu G, et 
du sommet A abaissons une perpendicu- 
laire AD sur le côté opposé BC ; la Ion- 
gueur CD est la projection du côté CA sur 
la droite CB. Dans le triangle rectangle 
ABD, le c^rré de Thypoténuse AB étant 
égal à la somme des carrés des deux 
côtés de l'angle droit, on a 

Â5*=AÎ)'+Sif. 

Cherchons maintenant les valeurs de AD et de BD • Dans le 
triangle rectangle ADG, le carré du côté AD de l'angle droit étant 
égal au carré de l'hypoténuse AC, moins le carré de^ l'autre 
côté CD de l'angle droit, on a 

SD* = Âg'— CD*. 




D'autre part , la longueur BD est la différence des deux lon- 
gueurs BG et CD ; mais on a vu que le carré de la différence de 
deux nombres est égal à la somme des carrés de ces deux nom- 
bres, moins deux fois leur produit ; on a donc 

bd'=(bc— cd)'=bc'+Cd'-2BGxcd. 
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Si Ton remplace AD et BD par les valeurs que nous venons de 
trouver, il vient 

B'==A(5'---(n)' + BÎ? + (n)* — 2BCXCD; 

en supprimant le terme CD qu'il faut ajouter et retrancher, on 
a finalement 

AB'=BG'+I(f— 2BCXCD. 

Ainsi, le carré du côté AB, opposé à Tangle aigu C, est égal à 

la somme des carrés des deux autres côtés BG et AC, moins deux 

Fig. 162. fois le produit du premier côté BG par la 

A^v projection GD du second côté AG sur le 

I VNv premier BG. 

i \ \v Nous avons supposé que la perpendi- 

! \ X. culaire AD (fig. 162) tombe dans Tinté- 

^ ^ rieur du triangle. Si elle tombait en 

dehors, GD serait la projection du côté GA sur la droite indé- 
finie GB, et la même propriété aurait lieu. En effet, le triangle 
rectangle ABD donne toujours 

A8'=Âd' + Bd'. 
Le triangle rectangle ADG donne pareillement 

AD*=Âg'— CD*. 

La longueur BD est ici la différence des longueurs GD et BG, et 
Ton a 

5D*=(GD — BC)'=Gïf+BG'— 2BGXGD. 
Si Ton remplace AD et BD par leurs valeurs, il vient encore 
Ib' = Bg'+Âg' — 2BGXGD. 
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Théorème XVIL 

Dans un triangky le carré d\m côté opposé à un angle obtus est 
égal à la somme des carrés des deux autres cotés^ plus deux fois le 
produit de Vun de ces côtés par la projection du second sur le pre- 
mier. 

Soit le côté AB (fig. 163), opposé à l'angle obtus G. La per- 

Fig. 163 pendiculaire AD tombe nécessairement en 

dehors du triangle, et la longueur CD est 

A la projection du côté GA sur la droite 

yw î indéfinie BG. Dans le triangle rectangle 

y^ / i ABD, le carré de l'hypoténuse AB étant 

X I \ égal à la somme des carrés des deux côtés 

^ ^ ^ de Tangle droit, on a 

âb*=Id'+£^'- 

Cherchons les valeurs de AD* et de BD*. Dans le triangle rec- 
tangle AGD, le carré du côté AD de l'angle droit étant égal au 
carré de l'hypoténuse AG, moins le carré de l'autre côté GD de 
l'angle droit, on a 

AD*=Ig' — CD*. 

D'autre part , la longueur BD est la somme des deux longueurs 
BG et GD ; mais on sait que le carré de la somme de deux nom- 
bres est égal à la somme des carrés de ces deux nombres, plus 
deux fois leur produit ; on a donc 

- bd'=(bg+gd)'=bg+gd' + 2BGxgd. 

Si l'on remplace AD et BD par leurs valeurs, il vient 

Ab'= Bc'+Âg' + 2BG X GD. 

Ainsi le carré du côté AB, opposé à l'angle obtus G, est égal à 
la somme des carrés des deux autres côtés BG et AG, plus deux 
fois le produit du premier côté BG par la projection GD du se- 
cond côté AG suf le premier BG. 
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Corollaire. Il résulte des^ théorèmes précédents que, récipro- 
quement, lorsque dans un triangle le carré d'un côté est égal à la - 
somme des carrés des deux autres^ l'angle opposé au premier côté est 
droite et le triangle rectangle. 

Théorème XVIII. 

Si d^un point P, pris dans le plan d'un cercle^ ou mène des sé- 
cantes, le produit des distances de ce point aux deux points d'inter- 
section de chaque sécante avec la circonférence est constant^ quelle . 
que soit la direction de la sécante. 

Considérons d'abord le cas où le point P (fig. 164) est situé à 
l'intérieur du cercle. Par ce point menons deux sécantes quel- 
conques AB, CD, et joignons AC, BD. Dans 
^'^' "** les deux triangles PAC, PDB, les angles en 

®P, opposés par le sommet, sont égaux; les 
angles inscrits ACD, ABD, ayant pour me- 
sure la moitié du même arc AD, sont aussi 
égaux, et de môme les deux angles in- 
scrits CâB, CDB, qui ont pour mesure la 
A moitié du même arc BC. Ces deux triangles, 

ayant leurs angles égaux chacun à cha- 
cun, sont semblables, et ont leurs côtés homologues proportion- 
nels. On sait que les côtés homologues sont opposés aux angles 
égaux; le côté PA du premier triangle , opposé à l'angle C, a 
pour homologue dans le second triangle le côté PD, opposé à 
l'angle égal B ; de même le côté PC du premier triangle, opposé 
à l'angle A, a pour homologue dans le second triangle le côté PB, 
opposé à l'angle égal D. On a donc les deux rapports égaux 

PA_PC. 
PD""PB' 

d'où l'on déduit par la multiplication 

PAXPB = PCXPD. 
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Ainsi le produit des deux segments de la première sécante est 
égal uu produit des deux segments de la seconde sécante. 

Considérons maintenant le cas où le point P (Gg. 165) est situé 
en dehors du cercle. Par ce point menons deux sécantes quel- 
Fig. m. conques PA , PC , et joignons AD, BC. Les 

deux triangles PAD, PBG ont l'angle P 
commun; les deux angles inscrits BAD, 
BCD sont égaux, comme ayant pour mesure 
la moilié du même arc BD ; donc les troi- 
sièmes angles PDA ,PBG sont aussi égaux, 
et les triangles semblables. Le côté PA du 
premier triangle, opposé à l'angle PDA, a 
pour homologue dans le second le côté PC, 
opposé à l'angle égal PBG ; de même le côté PD du premier 
triangle, opposé à l'angle A , a pour homologue dans le second 
le côté PB, opposé à l'angle égal G. Ou a donc les deux rapports 
égaux 

PA_PD. 
PC "PB' 

d'où l'on déduit PA X PB = PC x PD. 

Ainsi le produit de la première sécante PA par sa partie exté- 
rieure PB est égal au produit de la seconde sécante PC par sa 
partie extérieure PD. 

Corollaire. Supposons que la sécante PC tourne autour du 
point extérieur P, de manière que les deux points G et D se rap- 
prochent de plus en plus pour se réunir en E ; la sécante entière 
PC et sa partie extérieure PD se confondront toutes deux avec la 
tangente PE, et le produit PC x PD deviendra le carré de PE. 
Gomme ce produit conserve toujours la même valeur, quand 
la sécante tourne autour du point P, on en conclut 

p1*=paxpb. 

Ainsi, quand (Tun point extérieur P on mène au ceixle une um- 

THÉORIE. 8 
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gente et diverses sécantes, le carré de la tangente est égal au produit 
de chaque sécante entière par sa partie extérieure. 

Remarque. Nous avons démontré que, si par un point P on 
mène une sécante quelconque, le produit des deux segments de 
la sécante ne change pas, quand on 
fait tourner la sécante autour du point P ; 
mais la valeur du produit dépend de la 
position du point P. Supposons d'abord 
le point P intérieur au cercle, et consi- 
dérons en particulier la sécante AB per- 
pendiculaire au diamètre OP (fig. 166) 
les deux segments étant égaux, le pro- 
duit constant relatif au point P est égal 
au carré de PA. Quand le point P coïncide avec le centre du 
cercle, le produit constant est égal au carré du rayon; la 
valeur de ce produit diminue de plus en plus, à mesure que le 
point P s'éloigne du centre ; elle devient nulle quand le point P 
arrive sur la circonférence. Si le point P sort du cercle, le pro- 
duit étant égal au carré de la tangente , sa valeur augmente 
indéfiniment, à mesure que le point P s'éloigne. 

Problème I. 




. Diviser une droite en un certain nombre de parties égales. 

Proposons-nous de diviser la droite AB (fig. 167) en cinq par- 
ties égales. 

Du point A tracez une droite quelconque AG ; sur cette droite, 

avec une ouverture de compas arbitraire, portez les unes à la 

F»8' *«7. suite des autres cinq longueurs égales 

AC, CD, DE, EP, FG. Joignez l'extrémité 

G au point B par une ligne droite , et 

par les points de division menez des 

parallèles à la droite GB, ces parallèles 

diviseront la droite AB en cinq parties 

égales. Car on sait (l) que, lorsqu'un côté AG d'un triangle est 
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divisé en pattîes égales, des parallèles au côté BG divisent l'autre 
côté AB en un môme nombre de parties égales. 

Problème IL 

Diviser une droite en parties proportionnelles à des lignes données. 

Supposons qu'il s'agisse de diviser la droite AB (fig. 168) en 
trois parties proportionnelles aux lignes a, 6, c. Du point A 
fig. jgg, tracez une droite quelconque AE ; 

sur celte droite portez les unes à la 
suite des autres trois longueurs AC, 
CD , DE , égales aux lignes don- 
nées a, b, c. Joignez l'extrémité Ë au 
point B par une droite, et par les 
points C et D menez des parallèles 
à la droite EB, ces parallèles diviseront la droite AB en trois 
parties proportionnelles aux lignes données. 
En effet, à cause dès parallèles, on a les rapports égaux 

AP_a ¥G_b 

que l'on peut mettre sous la forme suivante 

AF_PG^GB 

a b c * 

Pour faire une application numérique de cette question , proposons-nous 
de diviser une ligne AB , qui a 45 mètres de longueur , en trois parties propor- 
tionnelles aux nombres 4,3,2. Imaginons la droite AB divisée en 4 + 3 + 2 , 

45 
c'est-à-dire en 9 parties égales , chaque division vaudra g ou 5 mètres. La 

première partie AF , devant contenir 4 divisions , vaudra 5 X 4 ou 20 mètres ; 
la seconde 5 x 3 ou 15 mètres , et la troisième 5 X 2 ou 10 mètres. 

Cette règle est générale; on l'applique, quels que soient les nombres donnés, 
entiers ou fractionnaires. On divise la longueur donnée par la somme des 
nombres donnés , puis on mulliplie le quotient par chacun de ces nombres. 
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Problèue IIL 



Trouver une quatrième proporlionnelle à trois lignes données 
a rb > C. 

Tracez deux droites sous un angle quelconque (fig. 169) ; sur 

Fig. i69. l'une d'elles portez AB égale à a 

y A a ^* ^^ ^S^^^ i ^î sur l'autre, 

^ / \ '^ ft H ' portez AD égale à c. Joignez les 

y -\b ' ' deux points B et D par une ligne 

' Y- ^.\ droite, et par le point G menez 

^ une parallèle CE à la droite BD ; 

cette parallèle déterminera la quatrième proportionnelle deman- 
dée DE. 
Car les deux parallèles donnent les rapports égaux 

AB_AD 
BG""DE' 

La ligne DE, qui occupe le quatrième rang dan3 la proportion, 
est quatrième proporlionnelle entre les trois longueurs données 
AB, BC, AD. 

Comme exemple numérique , supposons que les trois lignes données aient, 
la première 6" ,2 , la seconde 4« 5 et la troisième 5, 7. Si Ton désigne par x la 
ligne cherchée , on aura 

6J_5j;. 
4,5 X 



d'où Ton déduit 



à un millimètre près. 



5,7x4,5 
. = -^^- = 4,137, 
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Pro^ehe IY. 

Trouver une moyenm proportionnelle entre deux lignes données 
a et h. 

Première construction. Sur une droite indéfinie (fig. 170) 
portez deux longueurs AB et BG égales aux lignes données a 
Fig. 170. et h. SurÂG comme diamètre écrivez une 

demi-circonférence, et au point B élevez 
sur la droite AG une perpendiculaire qui 
rencontrera la circonférence en un point D; 
cette perpendiculaire BD sera la moyenne 
proportionnelle (demandée. 
Car l'angle ADG, inscrit dans un demi- 
cercle , est droit, et Ton sait (14) que la perpendiculaire DB, 
abaissée du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle sur 
l'hypoténuse , est moyenne proportionnelle entre les deux seg- 
ments a et & de l'hypoténuse. 

Deuxième construction. Prenez AB = a et AG=6; sur AC 
(fîg. 171) comme diamètre décrivez une demi-circonférence; au 
Fig. 171. point B élevez sur AG une perpendiculaire 

qui rencontrera la circonférence en un 
point D; joignez AD; la ligne AD sera la 
moyenne proportionnelle demandée. 
Car on sait (14) que, dans le triangle 
rectangle ADG , le côté AD de l'angle droit est moyen propor- 
tionnel entre l'hypoténuse entière AG et le segment adjacent AB. 

Problème V, 
Dimser une droite AB en moyenne et extrême raison. 

^^^' *^2- Diviser une droite AB en 

moyenne et extrême rai- 
son, c'est diviser cette droite 

^^_ en deux parties AM et MB 

* A M B (flg^ 172) telles, que la plus 

grande partie AJf soit moyenne proportionnelle entre la ligne 
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entière AB et l'autre partie MB. On doit donc avoir la proportion 

AB___AM 
AM " MB* 

Il est facile de voir qu'il existe entre les deux points A et B un 
point M jouissant de celte propriété, et qu'il n'en existe qu'un; 
car si l'on fait mouvoir le point M de A vers B, le premier rap- 
port diminue d'une manière continue de l'infini à l'unité, tandis 
que le second croit de zéro à l'infini ; il y a donc une position 
du point M pour laquelle les deux rapports sont égaux, et il n'y 
en a qu'une. 

Si Fon fait la somme des numérateurs et celle des dénomi- 
nateurs, on obtient un nouveau rapport 

AB + AM AB + AM 

AM + MB ^^ AB ' 

égal à chacun des premiers; de l'égalité précédente, on conclut 
donc 

AB_ AB + AM 

AM "~ AB • 

Réciproquement, de cette dernière égalité on peut déduire la 
première; il suffit pour cela de prendre la différence des numé- 
raiteurs et celle des dénominateurs. Mais cette dernière égalité 
peut s'écrire 

ÂB*=AMX(AM+AB). 

D'après la propriété de la tangente (18), si à un cercle on mène 
une tangente égale à AB, et que par L'extrémité A de cette tan- 
gente on trace une sécante AE telle que la partie intérieure DE 
soit égale à AB, la partie extérieure AD sera égale à la valeur 
de AM. Il faut que le diamètre du cercle soit au moins égal à la 
droite AB ; on prendra ce diamètre égal à la droite; alors la sé- 
cante AE passera par le centre. 

Il en résulte la construction suivante.- Au point B élevez sur la 
droite AB une perpendiculaire BG égale à la moitié de cette 
droite ; du point. Ç comme centre avec un rayon égal à CB, dé- 
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cmez un cercle ; menez ensuite une sécante par le point A et le 
centre G, et prenez la longueur ÂM égale à la partie extérieure 
AD. On a, en effet, 

Âb'= AD X AE= AD X (AD-fDE); 

comme le diamètre DE du cercle est égal à AB, il vient 

Âb'=ADx(AD + AB). 

On voit donc que la longueur cherchée AM est égale à AD. 

Corollaire I. On peut généraliser la question précédente. 
Proposons-nous de déterminer sur la droite indéfinie AB un 
point tel, que sa distance au point A soit moyenne proportion- 
nelle entre la longueur AB et sa distance au point B. Nous avons 
déjà trouvé entre les deux points A et B un point M jouissant de 
cette propriété. Il existe sur le prolongement de la droite AB un 
autre point M' jouissant de la même propriété, c'est-à-dire tel 
que Ton ait 

AB __m;a 

M^A ■" M'B' 

Nous ferons remarquer d'abord que, si le point M' était situé à 
droite du point B, les deux rapports étant, le premier plus pe- 
tit, le second plus grand que l'unité, ne pourraient être égaux 
entre eux. Le point M' doit donc être situé à gauche du point A, 
et comme le second rapport est alors plus petit que l'unité, il 
faut que la distance M'A soit plus grande que AB. Des deux rap- 
ports égaux on déduit- 

AB M'A _ M'A - AB _ M'A- AB 
M'A "" M'B ""'M'B — M'A ~ AB ' 

et l'égalité précédente peut être remplacée par celle-ci 

Âb'=M'Ax(M'A — AB). 

Supposons que le point M' parte d'une distance du point A égale 
à AB et s'éloigne indéfiniment vers la gauche, les deux quantités 
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M'A et M'A — AB croissant indéfiniment, leur produit croît de 
zéro à rinflni ; il y a donc une position du point M' pour laquelle 
ce produit est égal à la quantité constante ÂB , et il n'y en a 
qu'une. 
Dans la figure 172, on a 

Ïb'=AExAD=AEx(AE— DE). 

Ainsi la longueur cherchée AM' est égale à la sécante entière 
AE ; on portera cette longueur à gauche du point A. 

. Corollaire IL Si l'on désigne par a la longueur de la droite 
AB, on a, dans le triangle rectangle ABC, 

AC=AB+BG =a« + - = — , 
et par suite 

Comme la longueur AD est égale à AG, moins CD, il vient 
j^p_ QXv/5 a_ flX(\/5 — 1) 



et l'on obtient la formule 



AM = «xCf-0 . [1| 



qui donne la longueur du plus grand segment AM de la droite 
AB partagée en moyenne et extrême raison. 
On aura de même 



et par suite 



AE = AG + CE = î^4^ + 2, 



2. 
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Remarquons encore ces deux relations évidentes sur la figure 
AE — AD = a, ADxAE = a*; 
ou AM'— AM = a, AMxAM' = a«. 




Problème VL 

Construire, sur une ligne donnée^ un polygone semblable à un 
polygone donné. 

Étant donné le polygone ABCDE (fig. 173), on veut, sur la 
droite A'B', homologue de AB, construire un polygone semblable. 
Fig. 173. Tracez les diagonales AC, AD; 

au point A' faites l'angle B'A'ff 
égal à BAC ; au point B' faites 
l'angle A'B'C égala ABC; les 
deux lignes A'C et B'C se cou- 
peront en C et formeront un 
triangle A'B'C semblable au 
triangle ABC , comme ayant les angles égaux (6). Sur la droite 
A'C, homologue de AG, construisez de même un triangle A'G'D' 
semblable à ACD, et sur A'D', homologue de AD, un triangle ATD'E' 
semblable à ADE ; vous aurez formé ainsi un polygone A'B'G'D'E' 
semblable au polygone proposé. Gar ces deux polygones sont 
composés d'un même nombre de triangles semblables et dispo- 
sés dans le même ordre (10). 

On préfère quelquefois déterminer chacun des sommets 

G', D', E' par l'intersection de deux droites parlant des points 

• Ffe. 174. donnés A' et W. Pour cela, on 

fera au point A' les angles 

B'A'G', B'A'D', B'A'E' égaux 

respectivement aux angles 

BAG, BAD, BAE ; et de même 

au point B^ on fera les angles 

A'B'G', A'B'D', A'B'E' égaux 

respectivement aux angles ABC, ABD, ABE. Les deux droites 

A'G' et B'C', par leur intersection, détermineront le sommet G'; 



A " 
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de même les deux droites A'D' et B'D' détermmeront le som- 
met D', et les deux droites A'E' et B'E' le sommet E'. 

Pour construire un polygone semblable à un polygone donné 
ABGDE, avec un rapport de similitude donné, on peut se servir 
avec avantage du moyen indiqué dans le théorème ÏIII. Il suf- 
fit de joindre par des droites un point du plan à tous les 
sommets du polygone donné (flg. 174), et de prendre sur ces 
diverses droites des longueurs OA', OB',.... qui soient aux lon- 
gueurs OA, OB,... dans le rapporl donné. 

POLTGOKES EÉGrUERS. 

Définitions. 

1* On appelle polygone régulier un polygone qui a tous ses 
côtés égaux et tous ses angles égaux. 

Le triangle équilatéral est le polygone régulier de trois côtés ; 
le carré celui de quatre côtés. 

2*» On dit qu'un polygone est inscrit dans un cercle, lorsque 
tous ses sommets^sont situés sur la circonférence. 

Réciproquement , on dit que le cercle est circonscrit au po- 
lygone, 

3* On dit qu'un polygone est circonscrit à un cercle, lorsque 
• tous ses côtés sont tangents au cercle. 

Réciproquement , on dit que le cercle est inscrit dans le po- 
lygone. 

4^ Un triangle quelconque ABC (fig. 1 75) peut être inscrit dans 
un cercle : car, par les trois sommets du 
triangle, on peut toujours faire passer 
une circonférence. Ce cercle circonscrit 
au triangle a pour centre le point de 
rencontre des perpendiculaires élevées 
sur les milieux de deux côtés du triangle, 
et, comme ce point est également distant 

des trois sommets, la perpendiculaire élevée sur le milieu du 

troisième câté passe aussi en ce point. 
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• 
5*» De même un triangle quelconque peut être circonscrit à un. 

cercle. En effet, menons les bissectrices des deux angles B 
etC; elles se coupent en un point 0. Ce point, appartenant à 
la bissectrice de l'angle B , est également distant des deux 
côtés BA et BG ; appartenant à la bissectrice de l'angle C, il est 
également distant des deux côtés CB et CA; donc le point est 
également distant des trois côtés du triangle, ce qui signifie que 
les trois perpendiculaires OD, OE, OP, abaissées de ce point sur 
les trois côtés, sont égales. Si donc du point comme centre, 
avec un rayon égal à OD, on décrit une circonférence, elle pas- 
sera par les points D, E, F; et comme les côtés du triangle sont 
perpendiculaires à l'extrémité des rayons, ils seront tangents au 
cercle. Le cercle est le cercle inscrit dans le triangle. On re- 
marque que la bissectrice du troisième angle A passe aussi par 
le centre du cercle inscrit. 

6<» Mais il n'en est pas de même des polygones quelconques. 
Il n'est pas possible, en général, d'inscrire un polygone dans 
un cercle, ou de le circonscrire à un cercle. Cependant, comme 
nous le verrons, tous les polygones réguliers jouissent de cette 
propriété. 

Théorème XIX. 

La circonférence' étant divisée en un certain nombre de parties 
égales : 1** les cordes qui joignent les points de division consécutifs, 
forment un polygone régulier inscrit; 2^ les tangentes menées aux 
points de division forment un polygone régulier circonscrit. 

Supposons la circonférence divisée en 
uii certain nombre de parties égales, aux 
^B' poinlsA, B,C,... (fig. 176): 

V Les cordes AB, BG, ..., sous-tendant des 
arcs égaux, sont égales ; les angles inscrits 
ABC, BCD, ..., ayant pour mesure les moi- 
tiés d'arcs égaux AEC, BED, •.., sont égaux; 
donc le polygone inscrit ABCDEP a ses côtés 
égaux et ses angles égaux, et par conséquent est régulier. 
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2*» Les angles BAA', ABA', formés par la corde AB avec les tan- 
gentes menées à ses extrémités, sont égaux, comme ayant pour 
mesure la moitié de Tare AB (20, II); de même les angles CBB', 
BGB' sont égaux entre eux et égaux aux précédents, et ainsi de 
suite. Les triangles isocèles, A'AB, B'BG, ..., ayant leurs bases 
égales, et les angles à la base respectivement égaux, sont égaux. 
On en conclut d'abord que les angles A', B', C, ..., du polygone 
circonscrit sont égaux. On en conchit ensuite l'égalité des por- 
tions de droite AA', A'B, BB', B'C, ..., et par conséquent Tégalilé 
des côtés A'B*, B'C ... du polygone, qui sont formés chacun de 
deux de ces portions. Donc le polygone circonscrit A'B'G'D'ET 
est aussi régulier. 

Remarque. Il résulte de ce qui précède qu'il existe des poly- 
gones réguliers d'un nombre de côtés quelconque ; car on peut 
toujours concevoir la circonférence divisée en un nombre quel- 
conque de parties égales. 

Théorème XX. 

Tout polygone régulier peut être inscrit et circonscrit au cercle. 

Soit le polygone régulier ABCDEF (fig. 177). Je fais passer 
Fig. 177. une circonférence par trois sommets consé- 

iv^ — -^ c cutifs A, B, G ; pour cela, sur les milieux G 
/^v "1 "^^ et H des côtés AB et BG, j'élève des perpen- 
a/( --1 '!' 4^^ dlculaires qui se couperont en un certain 
\\ /^^ // P^*'^^ ^' ®* ^" P^'"^ ^ comme centre, avec 
X^/^^V^ un rayon égal à OA, je. décris une circonfé- 
^^ — ^ rence qui passera par les trois premiers 
sommets A, B, G; je dis qu'elle passera aussi par le quatrième 
sommet D. En efifet, je fais tourner le quadrilatère OHBA autour 
delà droite OH, pour le rabattre de l'autre côté; à cause des 
angles droits en H, la droite HB s'appliquera sur HG ; la lon- 
gueur HB étant égale à HG,. le point B tombera en G ; l'angle B 
du polygone régulier étant égal à l'angle G, le côlé BA prendra 
la direction GD ; les côtés du polygone étant égaux, le point A 
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tombera en D, et la droite OA coïncidera avec OD. Puisque la 
droite OD est égale au rayon OA de la circonférence, la circon- 
férence passera aussi par le sommet D. 

La circonférence passant par les trois sommets consécutifs B, 
C, D, on démontrerait , de la même manière , qu'elle passera 
par le sommet suivant E^ et ainsi de suite. La circonféreuce pas- 
sera donc par tous les sommets du polygone^ et Ton dira que le 
polygone est inscrit dans le cercle, ou le cercle circonocrit au 
polygone. 

Les côtés du polygone, étant des cordes égales dans ce cercle, 
sont également distants du centre, et les perpendiculaires OG, 
OH, 01^ ..., abaissées du centre sur les cordes, sont égales. Donc 
si, du point comme centre, avec un rayon égal à OG, on dé- 
crit une seconde circonférence, elle passera par les pieds G, H, 
I, ... de toutes les perpendiculaires. Chacun des côtés du poly- 
gone, étant perpendiculaire à Textrémité d*un rayon, sera tan- 
gent au second cercle; le polygone sera circonscrit à ce cercle, 
ou le cercle inscrit dans le polygone. On voit que le cercle inscrit 
OG a même centre que le cercle circonscrit OA , et que le 
cercle inscrit touche les côtés du polygone, chacun en son 
milieu. 

Corollaire. Si l'on joint le centre aux différents sommets 
du polygone, on décompose le polygone en autant de triangles 
isocèles AOB, BOC, ... égaux entre eux, qu'il y a de côtés ; cha- 
cun des angles au centre est égal à quatre angles droits , ou 
à 360 degrés, divisés par le nombre des côtés. 

Théorème XXI. 

Le rapport despérvnètres de 
deux polygones réguliers d*un 
même nombre de côtés est égal 
à celui des rayotis des cercles 
circonscrits. 

On voit d'abord que deux 
polygones réguliers d'un même nombre de côtés (fig. 178) sont 
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semblables. Car les angles ont la même valeur dans les deux 
polygones, puisque leur somme est la même dé part et d'autre; 
d'ailleurs, il est évident que le rapport d'un côté du premier 
polygone à un côté du second est constant. 

Soient et 0' les centres des cercles circonscrits aux deux 
polygones. Les deux triangles isocèles AOB, A'OÏ' sont sem- 
blables, comme ayant les angles égaux chacun à chacun, puis- 
que les angles au centre sont une même fraction de quatre an- 
gles droits. Dans ces deux triangles semblables, le rapport des 
côtés homologues AB et A'B' est égal à celui des côtés homolo- 
gues OA et O'A'. Les périmètres des deux polygones contenant 
le même nombre de fois les côtés AB et A'B', il est clair que le 
rapport des périmètres est égal à celui des côtés AB et A'B', et 
par conséquent égal à celui des rayons OA et O'A' des cercles 
circonscrits. 

Problème VII. 

^^^' *^^' Inscrire un carré dans un cercle donné. 

B 

^\ Menez deux diamètres perpendiculaires 

\\ AC, BD(fig. 179), et joignez leurs extré- 

- — -^c mités, vous aurez le carré demandé; 

/y car ces deux diamètres perpendiculaires 

^/ divisent la circonférence en quatre parties 

^ égales. 

Corollaire. Dans le triangle reetangle AOB, on a 
1b' = 5â' + Ôb*=:20â'; 

d'où l'on déduit 

AB = 0Axv/'2- 

Si l'on désigne par r le rayon du cercle , le côté du carré 

inscrit est égal à r v/2 . 

Problème VIII: 

Inscrire un hepoagone régulier dans un cercle donné. 

Supposons le problème résolu, et soit ABGDEF(fig. 180), 
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l'hexagone régulier inscrit dans le cercle donné. Si Ton mène 
des rayons à deux sommets consécutifs, on forme un triangle 
isocèle OÂB, dans lequel les angles à la base A et B sont égaux. 
Fig. 180. L'angle au» centre AOB a pour mesure 

Tare AB, c'est-à-dire une division de la cir- 
conférence. Nous remarquons que le rayon 
AO prolongé passe par le sommet D de 
l'hexagone; l'angle inscrit BAD a pour 
mesure la moitié de l'arc BD, compris entre 
ces côtés, c'est-à-dire aussi une division; 
cet angle est donc égal à l'angle AOB. Ainsi le triangle AOB a 
ses trois angles égaux et par conséquent est équilatéral; donc le 
côté AB de l'hexagone régulier inscrit est égal au rayon OA. 

Il en résulte un moyen très-simple d'inscrire l'hexagone. 
Avec une ouverture de compas égale au rayon , portez le rayon 
six fois sur la circonférence , vous diviserez ainsi la circonfé- 
rence en six parties égales. Joignez ensuite les points de divi- 
sion consécutifs, vous aurez l'hexagone régulier demandé. 

Corollaire, Après avoir divisé la circonférence en six parties 
égales, comme nous venons de le dire, si l'on joint les points 
Fig. 181. de division de deux en deux, on obtien- 

dra le tiiangle équilatéral inscrit AGE 
(fig. 181). 

Puisque les côtés AB, BC de l'hexagone 
régulier inscrit sont égaux aux rayons OA, 
OC, le quadrilatère OABG, qui a ses quatre 
côtés égaux, est un losange. Les diago- 
nales AC, OB de ce losange se coupent 
mutuellement en deux parties égales, et sont perpendiculaires 
entre elles (32, 1). Dans le triangle rectangle OAG, on a 

Âg' = 5a*— ÔG*. 




Mais AG est la moitié de AC, et OG la moitié du rayon OB ou 

AC , ^p OA 
-2-,etOG = y 



de OA; puisque AG = -^, et OG = ^, on a, en élevant au 
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carré, ÏG* = — et OG* = -r • Si Ton remplace 15 et 55* par 
leurs valeurs, il vient 

4 4 

OU, en multipliant par 4, 

ÂG* = 4. ÔÂ' — Sa'=: 3.0a'. 
On en déduit 

AC==0AXv^3r. 

Si Ton désigne toujours par r le i*ayon du cercle, le côté du 
triangle équilaléral inscrit est égal à r y^. 

Problébie IX. 

Inscrire un décagone régulier dans un cercle. 

Supposons le problème résolu, et soit ABCDEFGHIK le déca- 
gone régulier inscrit (flg. 182). Menons la corde AD qui coupe 
en M le rayon OB, et remarquons que 
le rayon AO prolongé passe par le som- 
met P. L'angle inscrit ABG a pour me- 
sure la moitié de l'arc AG compris entre 
ses côtés, c'est-à-dire deux divisions de 
la circonférence. L'angle AMB , qui a 
son sommet M à l'intérieur du cercle, 
a pour mesure la moitié de la somme 
des arcs AB et DG compris entre ses côtés (II, 21)', c'est-à-dire 
encore deux divisions. Ces deux angles étant égaux, le triangle 
ABM est isocèle, et les deux côtés AB et AM, opposés aux angles 
égaux, sont égaux. Le triangle OMA est aussi isocèle ; car l'angle 
inscrit OAD, ayant pour mesure la moitié de l'arc DF, c'est-à-dire 
une division, est égal à l'angle au centre AOB, qui a môme me- 
sure; les deux côtés AM et OM, opposés à ces angles égaux, 
sont égaux. Ainsi le côté AB du décagone régulier est égal à AM, 
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et par suite à OM. Nous remarquons actuellement que la droite 
AD est bissectrice de l'angle OAB; car les deux angles inscrits 
BAD, DAF, ayant pour mesure les moitiés des arcs égaux 
BD, DF, sont égaux; or nous savons (3) que la bissectrice AM 
de l'angle A d'un triangle OAB divise le côté opposé OB en deux 
parties OM, MB, proportionnelles aux deux côtés adjacents OA, 
AB ; on a donc les rapports égaux 

OA_OM. 
AB""MB' 

si l'on remplace le rayon OA par OB, et la longueur AB par son 
égale OM, il vient 

OB_OM 

OM""MB* 

Ceci nous apprend que le côté AB du décagone régulier est égal 
au plus grand segment OM du rayon OB partagé en moyenne 
et extrême raison. 

Pour inscrire le décagone régulier, on divisera doncle rayon en 
moyenne et extrême raison, d'après le procédé indiqué au pro- 
blème Y; on prendra une ouverture de compas égale à la plus 
grande partie OM, et on portera cette longueur dix fois sur la cir- 
conférence; puis on joindra les points de division consécutifs. 

Si l'on appelle r le rayon du cercle, la longueur du plus grand 
segment du rayon, ou le côté AB du décagone régulier inscrit, 
est donnée par la formule 

.r(v/5-l) 



AB = 



2 



Corollaire I. Nous venons de construire le décagone régu- 
lier convexe. Il existe un second décagone 
régulier (fig, 183); si l'on joint les points 
de division de trois en trois, on passe par 
tous les points de division avant de revenir 
au point de départ,et l'on forme ainsi une 
ligure régulière ADGRGFIBEH, à laquelle 
on a donné le nom de décagone étoile. 
Cherchons le côté AD de ce second dé- 
cagone (fig. 182). L'angle AMB, ou son opposé par le som-^ 

THÉORIE, 9 
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met OMD, ayant pour mesure deux divisions de la circonfé- 
rence, est égal à l'angle au centre BOD, qui a même mesure; 
donc le triangle OMD est isocèle, et le côté MD égal à OD. Le 
côté AD du décagone étoile est égal à AM + MD , c'est-à-dire au 
cAté du décagone convexe augmenté du rayon. On en déduit 



AD 



_rWZ- l) , ^_ r(v/5 + l) 



Nous avons vu (Prob. V) que la division du rayon en 
moyenne et extrême raison admet deux solutions : la première 
donne le côté du décagone convexe, la seconde le côté du dé- 
cagone étoile. 

Corollaire II. Après avoir divisé la circonférence en dix par- 
ties égales, si l'on joint les points de division de deux en deux, 
on obtient le pentagone régulier convexe kC&Gl (fig. 184). 

Dans le triangle rectangle ADF (fig. 182), DP est le côté du 
pentagone convexe, AD le côté du décagone étoile, l'hypoténuse 
AF un diamètre, et l'on a 

DF*_lr« ^•(v/5 + l)' ^ »^(l0-2v/5) . 
4 4 



d'où l'on déduit 



AG=^/lO— 2v^5- 



A l'aide de cette formule, on reconnaît 
aisément que le carré du côté du pentagone 
convexe est égal au carré du côté du décagone 
convexe^ plus le carré du rayon. 

Corollaire III. Si l'on joint de deux en 
deux les sommets du pentagone convexe 
(fig. 184), on passe par tous les sommets 

avant de revenir au point de départ, et l'on forme un pentagone 

régulier étoile AEIGG. 
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Dans le triangle rectangle ABF (fig. 182), BP est le côté du 
pentagone étoile, AB le côté du décagone convexe, et Ton a 



^^kr' ^'(v/5-iy ^ r'(lO + 2v/5X 
d'où ron déduit 



4 4 



AE = JVlO + 2v/5. 



A l'aide de cette formule, on reconnaît que le carré du côté du 
pentagone étoile est égal au carré du côté du décagone étoile^ plus 
le carré du rayon. 

Remarque. Nous avons vu qu'il existe deux décagones régu- 
liers, l'un convexe, l'autre éloilé, et de même deux pentagones 
réguliers. Il est facile de s'assurer qu'il n'y en a pas d'autres. Sup- 
posons la circonférence divisée en cinq parties égales (fig. 184). 
En joignant les points de division consécutifs , on forme le 
pentagone régulier convexe ACEGI. Ea les joignant de deux en 
deux, on forme le pentagone étoile AEIC6. Si on les joignait de 
trois en trois, on obtiendrait le même pentagone étoile (ju'en les 
joignant de deux en deux, mais en ordre inverse, savoir AGGIE. 
Si on les joignait de quatre en quatre, on retrouverait le pen- 
tagone convexe en ordre inverse. Ainsi il n'existe que deux 
pentagones réguliers. 

Supposons maintenant la circonférence divisée en dix par- 
lies égales (fig. 183). Si l'on joint les points de division consécu- 
tifs, on a le décagone convexe. En les joignant de deux en deux, 
on a le pentagone convexe, de trois en trois le décagone étoile, 
de. quatre en quatre le pentagone étoile, de cinq en cinq le 
diamètre AF. Si on les joignait de six en six, de sept en sept, de 
huit en huit, on retrouverait les mêmes polygones, mais en 
ordre inverse. Il n'existe donc que deux décagones réguliers. . 

Corollaire IV. Au moyen de l'hexagone et du décagone ré- 
guliers, on peut aussi Inscrire le pentédécagone régulier. En 
effet, la différence entre l'arc de l'hexagone régulier et celui du 



132 



LlVRCf m. 



décagone convexe est ~ moins -r-r de circonférence, c'est-à-dire 

— de circonférence; c'est l'arc du polygone régulier convexe 

de quinze cAtés. Prenant une ouverture de compas égale à la 
corde qui sous-tend cet arc, et la portant quinze fois sur la 
circonférence, on divisera la circonférence en quinze parties 
égales. 

Il existe quatre pentédécagones réguliers, un convexe et trois 
étoiles. On forme ceux-ci en joignant les points dé division de 
deux en deux, de quatre en quatre, ou de sept en sept. 

Problème X. 

Connaissant le côté dCun polygone régulier inscrit, calculer le côté 
d'un polygone régulier circonscrit d'un même nombre de côtés. 

Soit AB le côté d'un polygone régulier 
inscrit (fig. 185); si au point C, milieu de 
l'arc AB, on mène une tangente au cer- 
cle, la partie A'B' de cette tangente com- 
prise entre les rayons OA et OB prolongés 
sera le côté du polygone régulier circon- 
scrit d'un même nombre de côtés. 
Les triangles semblables A'OB', AOB donnent les rapports 
égaux 




A'B' OA' OC 



d'où l'on déduit 



ÂB 



A'B'= 



= 0A — OD' 

ABxOC 



OD 



En remplaçant OD par sa valeur 



od=Voa'— ad' 

tirée du triangle rectangle OAD, on a 

^,^, _ ABXOC ■ 
V^OX'-AD* 
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Si Ton désigne par r le rayon OA du cercle, par a la longueur 
connue du côté AB, et par a' la longueur cherchée du côté ATB', 
on obtient la formule 

jçr 

[1] 



a'=' 



v^ 



r«— - 



Par exemple ) le côté de l'hexagone régulier inscrit étant 
égal à r, le çô(é de l'hexagone circonscrit est 



2r 



2rv/3 



Problème XL 

Connaissa7it le coté d'un polygone régulier inscrit^ calculer le côté 
du polygone régulier inscrit d'un nombre de côtés double. 

Soit AB (fig. 186) le côté d'un polygone 
régulier inscrit; si l'on divise l'arc AB en deux 
parties égales au point C, la droite AG sera le 
côté du polygone régulier inscrit d'un nombre 
de côtés double. 

Dans le triangle rectangle CAE , le côté AC 
de l'angle droit étant moyen proportionnel 
entre l'hypoténuse CE et le segment adjacent CD (14), on a 

AG* = CEXCD. 

Mais la longueur CD est la différence du rayon OG et de la 
partie OD ; d'autre part, le triangle rectangle AOD donne 




OD 



= VôÂ— âd\ 



Si l'on remplace OD par sa valeur, il vient 

CD = OG — VôA*— AD*, 
et par suite, 



AG* = CE X (oc — V^OA*— AdO- 
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Si Ton désigne par r le rayon OA du cercle » par a la lon- 
gueur connue du côté AB, et par x la longueur cherchée du 
côté AG, on a 



a?' 



:2rxfr-y/r^— ~j; 



d'où Ton déduit la formule 



a:=Y/2rx(r-y/r*~î'). 



[2] 



Par exemple, le côté du dodécagone régulier inscrit est égal 

à rv2 — v/3. 

Problème XIL 

Connaissant le côte (Tun polygone régulier circonscrit^ calculer le 
eéti dun polygone régulier circonscrit d'un nombre de côtés double. 

Soit AB (fig. 187) le côté d'un polygone 
régulier circonscrit ; en menant les tan- 
gentes aux points D et E on obtiendra le 
côté A'B' du polygone régulier circonscrit 
d'un nombre de côtés double. Dans le 
triangle COA, la droite OA', bissectrice de 
l'angle COA, divise le côté opposé CA en 
deux parties GA' et A'A proportionnelles aux côtés OC et OA, et 
l'on a 

CA;_ M' _CA^fAV__CA_ 
OG~OA'" GG + OA ""GG + OA* 

Si l'on remplace OA pçir sa valeur 




. OA = YOC+CA 
déduite du triangle rectangle OCA, il vient 

CA' = . 



OCxCA 



OC + VôU' + CA* 
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£n appelant d la longueur connue du côté AB et a/ celle du 
côté A'B', on obtient la formule 



ar 

0? =- 



.+y/^+î- ra 



Par exemple, le côlé du carré circonscrit étant égal à 12 r, le 
côté de l'octogone régulier circonscrit est 

Problème XIII. 

Etant donnés le rayon et l* apothème d'un polygone régiUier^ cal- 
culer le rayon et V apothème d'un polygone régulier isopérimètre d^ un 
nombre de côtés double. 

Deux polygones dont les périmètres ont 
la même longueur sont dits isopérimètres. 
Soit AB le côté d'un polygone régulier 
(fig. 188), le centre du cercle circon- 
scrit à ce polygone; le rayon OAdu cercle 
circonscrit s'appelle le rayon du polygone ; 
la perpendiculaire OD, abaissée du centre 
sur le côté AB, ou le rayon du cercle in- 
scrit, s'appelle Yapothème. Prolongeons la 
droite OD jusqu'à sa rencontre en 0' avec le cercle circonscrit ; 
traçons les droites O'A et OB'; du centre abaissons des per- ^ 
pendiculaires OA' et OB' sur ces droites et menons la droite A'B'. 
La perpendiculaire abaissée du centre sur une corde passant par 
le milieu de la corde, les points A' et fi' sont les milieux des cordes 
O'A et O'B; la droite A'B', qui joint ces points milieux, est paral- 
lèle à AB et en est la moitié [2] ; celte droite A'B' est donc le côté 
du polygone régulier isopérlmètre d'un nombre de côtés double. 
D'autre part, l'angle A'O'B', ou l'angle inscrit AO'B, est la moitié 
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de Tangle au centre AOB, qui comprend entre ses côtés le même 
arcACB. 

Si du point 0' comme centre, avec un rayon égal à O'A', 
on décrit un cercle, on pourra inscrire dans ce cercle le second 
polygone ; car l'angle au centre A'O'B', qui correspond à cha- 
cun des côtés, étant moitié de Tangle au centre AOB du premier 
polygone, le nombre des côtés sera double ; O'A' est donc le 
rayon du second polygone, et O'D' l'apothème. 

Appelons r et R l'apothème OD et le rayon OA du premier po- 
lygone, ri et Ri l'apothème O'D' et le rayon O'A' du second poly- 
gone. Dans les triangles semblables O'A'D', O'AD, le rapport des 
côtés O'D' et O'D est égal au rapport des <;ôtés O'A' et O'A ; 
O'A' étant la moitié de O'A, O'D' est la moitié de O'D; mais la 
longueur O'D est égale à 00'+ OD, c'est-à-dire à R+r ; on a donc 

Dans le triangle rectangle O'A'O, le côté O'A' de Tangle droit 
étant moyen proportionnel entre l'hypoténuse O'O et le segment 

adjacent O'D', on a 

R, = v/Rxn. [5] 

On calculera d'abord l'apothème n du nouveau polygone à 
l'aide de la formule [4], puis le rayon Ri à l'aide de laformule [5]. 

Remarque. La droite O'A étant plus petite que la ligne bri- 
sée O'OA, on en conclut que le rayon O'A' du second polygone 
est plus petit que le rayon OA du premier. L'apothème est au 
contraire plus grande ; car la longueur O'D' est égale à la lon- 
gueur D'D qui est plus grande que OD. 

II résulte de là que la différence qui existe entre le rayon et 
l'apothème du second polygone est moindre que la différence 
qui existe entre le rayon et l'apothème du premier polygone. On 
peut même démontrer que la npuvelle différence est moindre 
que le quart de la différence précédente. En effet, les différences 
R — r et Ri — Vi sont figurées parles longueurs CD et iî'D'; la droite 
A'O, perpendiculaire au rayon O'A', est tangente au cercle 0'; 
les angles B'A'C, G'A'O, ayant pour mesures les moitiés des arcs 
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égaux B'C, C'A', sont égaux ; dans le triangle OA'D', la droite 
A'C, bissectrice de l'angle OA'D, divise le côté opposé OD' en 
deux parties G'D\ OC proportionnelles aux côtés adjacents A'D', 
A'O ; la perpendiculaire A'D' étant plus courte que l'oblique A'O, 
la partie CD' est plus petite que la partie OC et par conséquent 
plus petite que la moitié de la ligne entière OD' ; mais la ligne 
OD' est égale à la moitié de CD, à cause de la similitude des 
triangles OA'D', CAD; on en conclut que la ligne CD' est 
moindre que le quart de CD, et Ton a 

Ri — n<—r-. 



GIRCONFÉRBNCB. i 



Lorsqu'on inscrit dans un cercle un polygone régulier d'un 



Fig. 189. 




grand nombre de côtés, on voit que le 
périmètre du polygone se confond sensi- 
blement avec la circonférence (fig. 189), 
et l'on peut regarder la longueur de la 
circonférence comme la limite vers la- 
quelle tend le périmètre du polygone, 
quand ou augmente indéfiniment le nom- 
bre de ses côtés. Mais il est bon d'entrer à ce sujet dans quel- 
ques détails. 

Théorème XXII. 

Le périmètre d^un polygone convexe est plus petit que toute ligne 

fermée enveloppante. 

Lorsqu'un polygone ABCDE est 
contenu dans un autre polygone 
A'B'CD'E' (fig. 190), on dit que le pé- 
rimètre du second enveloppe le pre- 
mier. Nous supposerons le polygone 
intérieur convexe, l'autre étant quel- 
conque. Un côté AB du premier po- 
lygone, prolongé dans les deux sens, 

rencontre la ligne enveloppante en deux points F et G ; la droite 
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FG étant phis courte que la ligne brisée F A'B'G, le périmètre 
du polygone FGC'D'E' est plus petit que celui du polygone 
A'B'G'D'E'. Nous avons démontré (I, 8) qu'une ligne convexe 
BCDEA est plus courte qu'une ligne enveloppante BGC'D'E'FA, 
ayant les mêmes extrémités B et A; si Ton ajoute de part et 
d'autre la longueur AB, on en conclut que le périmètre du po- 
lygone ABGDE est plus petit que celui du polygone FGC'D'E' ; 
donc le périmètre du polygone ABGDE est, à plus forte raison , 
plus petit que celui du polygone A'B'G'D'E', 

Théorème XXIIL 

On peut inscrire et circonscrire à un cercle des polygones réguliers 
d'un nombre de cotés assez grand pour que la différence entre les 
périmètres des deux polygones soit aussi petite qu'on voudra, 

Fig. 191. 

A> F c r Considérons différents polgyones ré- 

yfT\ !^^^ guliers inscrits ou circonscrits a un 

// ' > '' mV cercle donné; il résulte du théorème 

(I a) précédent que le périmètre de chacun 

Y\ /f ^®s polygones inscrits est moindre que 

^^^ M le périmètre de l'un Quelconque des po- 

^-^^*^^^^-^ lygones circonscrits. 

Soit AB le côté d'un polygone régulier inscrit, A'B' le côté 
d'un polygone circonscrit d'un même nombre de côtés (flg. 191) ; 
les périmètres de ces polygones, que nous désignerons par p 
et P, sont proportionnels aiix côtés AB et A'B', et par conséquent 
proportionnels aux rayons OA et OA'; on a donc 

j _ p _ P—p _^—l^ 
0A'""0A""OA'— OA AA' ' 

d'où l'on déduit 



P-p=^ 



OA 



Quel que soit le nombre des côtés, le périmètre p du polygone 
inscrit est plus petit quç le périmètre d'un polygone circonscrit; 
il est, par exemple, plus petit que le périmètre du carré cir- 
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conscrit, qui est égale à huit fois le rayon OA; on a donc 
P— p < 8.AA'. Il est aisé de voir que la longueur A A' diminue 
de plos en plus, quand on augmente indéfiniment le nombre 
des côtés, et devient aussi petite qu'on veut ; car, l'angle A'OB' 
diminuant, ainsi que l'angle moitié A'OG, l'oblique OA' se rap- 
proche de plus en plus de la perpendiculaire OG. Ainsi la dif- 
férence P—p des périmètres devient aussi petite qu'on veut. 

Corollaire. Puisque les périmètres des polygones réguliers 
inscrits sont tous plus petits que les périmètres des polygones 
réguliers circonscrits, et que la différence entre les périmètres 
de deux polygones semblables, l'un inscrit, l'autre circonscrit, 
devient aussi petite qu'on veut, il est clair que les périmètres de 
ces deux séries de polygones tendent vers une limite commune ; 
cette limite commune, c'est la longueur de la circonférence. 

Pour fixer les idées, supposons que l'on double le nombre des 
c6tés. Le périmètre du polygone inscrit va en augmentant ; car, 
en doublant le nombre des côtés, on remplace chaque côté AB 
du premier polygone par une ligne brisée AGE. Le périmètre du 
polygone circonscrit va au contraire en diminuant; car on rem- 
place la Ugne brisée EAT par la droite EF. Si l'on double indé- 
finiment le nombre des côtés, on obtiendra deux séries de poly- 
gones. Les périmètres des polygones.inscrits, allant constamment 
en augmentant, et restant plus petits que le périmètre d'un po- 
lygone circonscrit, tendent évidemment vers une certaine limite. 
Les périmètres des polygones circonscrits, allant constamment 
en diminuant, et restant plus grands que le périmètre d'un po- 
lygone inscrit, tendent aussi vers une limite. D'ailleurs, cette 
limite est la même, puisque la différence entre les périmètres de 
deux polygones semblables, l'un inscrit, l'autre circonscrit, peut 
être rendue aussi petite que l'on veut. 
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Théorème XXIT. 

U rapport de deux circonférences est égal au rapport de leurs 
rayons. 

Fig. 192. Dans les deax cercles et 

0' (fig. 192), inscrivons deux 
polygones réguliers d*un même 
nombre de côtés. Le rapport 
des périmètres des deux po- 
lygones est égal au rapport 
des rayons OA et O'A' (21), et 
cela est vrai, si grand que 
soit le nombre des côtés. Si Ton imagine que'le nombre des 
côtés augmente indéfiniment, les périmètres des deux polygones 
ayant pour limites les longueurs des deux circonférences, on en 
conclut que le rapport des circonférences est égal au rapport 
des rayons. 

Corollaire. Le rapport de la circonférence au diamètre est un 
nombre constant. 

Désignons par G et G' les longueurs des deux circonférences^ 
par r et r' leurs rayons ; le rapport des circonférences étant égal 
au rapport des rayons, ou, ce qui est la même chose, à celui des 
diamètres, qui sont doubles des rayons, on a 



ou 



G 

G' = 

G^. 

2r' 



2r 
^2r" 

G' 
'2r'' 



Ainsi le rapport de la première circonférence à son diamètre 
est égal à celui de la seconde circonférence à son diamètre ; 
il en résulte que le rapport de la circonférence au diamètre 
est le même dans tous les cercles; c'est donc un noihbre 
constant. 
On démontre que ce rapport est incommensurable ; nous 
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allons expliquer comment on peut le calculer avec une ap- 
proximation aussi grande qu'on veut. 

PaOBLÉlfE XIY. 

Calculer h rapport de la drconfirence au diamètre. 

Première méthode. Étant donné le diamètre d'un cercle» on se 
propose de calculer la longueur de la circonférence avec une cer- 
taine approximation. On inscrira dans le cercle un polygone régu- 
lier dont on connaisse le côté, par exemple un hexagone» et on 
circonscrira au cercle un polygone régulier d*un même nombre 
de côtés ; la formule [l] du problème X donnera le côté de ce 
polygone. A l'aide des formules [2] et [3] établies dans les pro* 
blêmes XI et XII, on calculera les côtés et par conséquent les 
périmètres du polygone régulier inscrit et du polygone régulier 
circonscrit d*un nombre de côtés double ; et ainsi de suite. 
La circonférence étant comprise entre ces périmètres» et leur 
différence deyenant de plus en plus petite à mesure qu'on 
augmente le nombre'des côtés» on obtiendra de la sorte la lon- 
gueur de la circonférence avec une approximation aussi grande 
qu'on voudra. 

Si l'on prend pour unité le diamètre du cercle, le rapport de la 
circonférence au diamètre sera le nombre même qui exprime la 
longueur de la circonférence. Le côté de l'hexagone inscrit est -z 

et son périmètre 3; le côté de l'hexagone circonscrit est -= et son 

périmètre Sy^* En effectuant les calculs indiqués» on trouve les 
résultats suivants avec cinq décimales exactes par-défaut : 



Nombre des côtés. 


Périmètres 
des polygones inscrits. 


Périmètres 
des polygones circonscrits. 


6 


3,00000 


3,46410 


12 


3,10582 


3,21539 


24 


3,13262 


3,15966 


^ 48 


3,13935 


3,14608 


96 


3,14103 


3,14271 


192 


3,14145 


3,14187 


384 


3,14155 


8,14166 
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En s'arrêtant au polygone de 96 côtés, on voit que le rapport 
de la circonférence au diamètre est compris entre 3, 141 et 3,143, 
ce qui donne la valeur 3,142 approchée à moins d'un millième. 
Si Ton va jusqu'au polygone de 384 côtés , on obtiendra la va- 
leur 3,1416, approchée à moins d'un dix-millième. 

Deuxième méthode. Au lieu de se donner, comme précédem- 
ment, le diamètre et de calculer la longueur de la circonfé- 
rence, il est préférable de se donner, au contraire, la longueur 
de la circonférence et de calculer le diamètre ou le rayon. 

Formons un premier polygone régulier qui ait un périmètre 
égal à la longueur donnée de .la circonférence, et dont on con- 
naisse le rayon et l'apothème; concevons un second. polygoije 
régulier d'un nombre de côtés double et ayant le môme péri- 
mètre que le premier ; puis un troisième, et ainsi de suite. A 
Faide des formules [4] et [5] établies au problème XIII, on cal- 
culera les apothèmes et les rayons de ces divers polygones. 
Nous avons vu que les apothèmes vont en augmentant, les rayons 
au contraire en diminuant; d'ailleurs les apothèmes sont plus 
petits que les rayons, et la différence de l'apothème au rayon, 
étant moindre que le quart de la différence précédente, peut 
être rendue aussi petite qu'on veut. On en conclut que les apo- 
thèmes et les rayons des polygones réguliers isopérîmètres , 
dont on double indéfimment le nombre des côtés, tendent vers 
une limite commune ; cette limite, c'est le rayon de la circon- 
férence, limite des périmètres des polygones réguliers isopérî- 
mètres. 

Supposons que la longueur donnée de la circonférence soit 
8 ; un carré dont le périmètre est 8 ou le côté 2 a son apo- 
thème r égale à 1 et son rayon R égal à v/2. On calculera ensuite 
l'apothème n et le rayon Ri de l'octogone régulier isopérimètre, 

fJLVL 

au moyen des formules rî= ~-~— , R, = v^nRî puis l'apothème 
r, et le rayon Rj du polygone régulier isopérimètre de 16 côtés» 
au moyen des formules r8=-iiîi, R,=v^r7RÎ, et ainsi de 
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suite. Voici les valeurs de 


ces longueurs avec 


cinq décimales 


exactes par 


défaut : 






Nombre des côtés. 


Apothèmes. 


Rayons. 


4 




1.00000 


1,41421 


8 




1,20710 


1,30656 


16 




1,25683 


1,28145 


32 




1,26514 


1,27528 


64 




1,27220 


1,27375 


128 




1,27298 


1,27336 


256 




1,27317 


1,27327 


512 




1,27322 


1,27324 



Le rayon de la circonférence, étant plus grand que Tapothènie 
et plus petit que le rayon de chacun des polygones, est compris 
entre 1,27322 et 1,27325. Le rapport de la circonférence au 
diamètre est égal au quotient de la demi-circonférence 4 par le 
rayon. On trouve ainsi pour ce rapport la valeur approchée 
3,1416, à moins d*un dix-millième près. 

La valeur du rapport avec sept décimales exactes est 

3,1415926. 

Remarque. Nous aurons une première idée du rapport de la 
circonférence au diamètre, en remarquant que ce rapport est 
un peu plus grand que 3. Ainsi la circonférence a une longueur 
un peu plus grande que 3 fois le diamètre. Souvent même, 
dans un premier aperçu, on se contente de celte évaluation 
rapide. On sait , par exemple , que le diamètre d*un cercle est 
de 4 mètres; on en conclut que la circonférence a un peu 
plus de 12 mètres. Réciproquement, si une circonférence a 
12 mètres de longueur, son diamètre aura un peu moins de 
4 mètres. 

Archimède, en partant de Thexagone et allant jusqu'au poly- 

22 
gone de 96 côtés, ayait trouvé -^ P^^ valeur approchée du rap- 

22 

port de la circonférence au diamètre. Cette fraction y» quoi- 
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que très-siinple , exprime le rapport avec une assez grande 

22 
approximation; car si Toïi-réduit y en décimales, on trouve 

3,14285...; celte valeur est un peu trop grande ; l'erreur est 

moindre que 0,0013. Ainsi, pour se faire une idée plus exacte 

de la longueur de la circonférence, il faut la concevoir comme 

22 
étant un peu plus petite que les — du diamètre , c'est-à-dire 

comme égale à peu près à trois fois le diamètre , plus la sep- 
tième partie du diamètre. 
Adrien Métius avait trouvé la valeur beaucoup plus ap- 

355 
prochée yr^. Cette dernière, réduite en décimales, donne 

1 1 o . 

3,1415920...; elle ne diffère, comme on le voit, qu'à la septième 
décimale. 

Mais, dans les calculs , il est plus commode de se servir du 
rapport exprimé en décimales. SI l'on n'a pas besoin d'une très- 
grande approximation , on prendra la valeur 3,1416 approchée 
par excès à moins d'un cent-millième. 

On représente ordinairement par la lettre grecque iz le rap- 
port de la circonférence au diamètre. On a donc, par définition, 
en désignant par r le rayon d'un cercle et par G la circonfé- 
rence, 

G 

d'où Ton déduit 

G=27rr. 

La circonférence contenant 360 degrés, la longueur de l'arc 

d'un degré est ^ ou :|^. Il est facile , d'après cela , de 

o\)\j lou 

trouver la longueur d'un arc évalué en degrés. 

Théorème XXV. 

Dans des cercles différents^ les arcs qui correspondent à tm mime 
angle au centre sont proportionnels aux rayons. 

Du sommet de l'angle AOB (fig. 193) comme centre, avec deux 
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rayons diflérents, décrivons des arcs de cercle AB, A'B'. Suppo- 
sons l'arc AB divisé en un certain nombre de parties égales ; les 
Fig. 193. rayons OC, OD, ..., qui vont du Centre 

v^ ^^J^^.:^^.c. aux points de division, formant des 

/ ^'^'v/ angles au centre égaux entre eux, di- 
-j!c /^ viseront Tare A'B' en un même nombre 
/ yi de parties égales. Les deux lignes bri- 
/ sées régulières ACDB, A'CD'B' conte- 

\/ • nant le même nombre de fois les côtés 

" AG et k'C, il est clair que le rapport de 

ces deux lignes brisées est égal à celui des côtés AG et A'G', et 
par conséquent égal à celui des rayons OA et 0A^ à cause de la 
similitude des triangles OAG, OA'G'; conceTons maintenant que 
l'on augmente indéfiniment le nombre des divisions, les deux 
lignes brisées régulières auront respectivement pour limites les 
arcs AB et A'B'. On en conclut que le rapport de ces deux arcs 
est égal aux rapport des rayons. 

Corollaire I. La proportion 

arc AB OA 



peut s'écrire 



arc A'B' "" OA' 
arc AB arc A'B' 



OA OA 



Ainsi, quand du sommet dtun angle AOB comme centre, avec un 
rayon arbitraire^ on décrit un cercle, le rapport de Varc AB, compris 
entre les d&ux calés de Tangle, au rayon OA est constant. 

Corollaire II. Jusqu'ici nous avons mesuré les angles au 
moyen des arcs évalués en parties aliquotes de la circonférence, 
c'est-à*-dire en degrés et fractions de degrés ; c'est en effet le 
moyen le plus commode dans la pratique. Mais nous verrons 
dans la suite des mathématiques que, lorsqu'il s'agit d'introduire 
un angle dans une formule théorique, il vaut mieux prendre 
pour mesure de l'angle le rapport de l'arc au rayon. Nous avons 

THÉORIE. lÛ 
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sirc AB 
vu, en effet, que ce rapport — qt— est constant pour im même 

angle AOB; nous savons aussi que ce rapport varie proportion- 
nellement à Tangle ; car si le rayon est le même, les angles sont 
proportionnels aux arcs. Ceci revient à prendre pour unité 
l'angle auquel correspond un arc égal au rayon. Si l'on mesure 
l'arc en prenant le rayon pour unité de longueur, on dira que la 
mesure de l'angle est égale à la mesure de l'arc. Imaginons que 
l'angle, d'abord très-petît, augmente jusqu'à un angle droit, la 

mesure de l'angle variera de zéro à ^, c'est-à-dire de zéro à 

1,5707..,. 

U est facile de comparer les deux modes de mesure; la demi- 
circonférence contenant 648000 secondes, la longueur de l'arc 

d'une seconde est 55^55» 'e rayon étant pris pour unité; l'arc 

qui a une longueur égale à Tunité contient donc se- 

coudes, c'est-à-dire 206264,81 secondes, ou 57M7'44",81. Ainsi, 
dans ce nouveau mode de mesure, l'angle qui sert d'unité est 
l'angle de 57M 7' 44",8l. 



EXERCICES SUR LE LIVRE III. 



i. fitant donné un parallélogramme ABGD, par là sommet A on mène une 
droite quelconque qui coupera les côtés BC et DG prolongés en M et N. Démon- 
trer que le produit BM x DN est constant. 

2. Ëtant donné un parallélogramme , par un point P pris sur la diagonale âG 
on mène une droite quelconque qui coupera les côtés prolongés AB et BC en 
M et N, AD et DG dn ir et N'. DémoatfW que l«i deux produiti PM xPN et 
PM'xPN'eonlégaui. 
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8. fitaat donnés un cercle , un diamètre AB , les tangentes AM et BN aui ex- 
trémités de ce diamètre , et un point fixe P sur le diamètre AB , on joint le 
point P à un point quelconque C de la circonférence , et par le point G on mène 
une droite perpendiculaire à PC; cette droite rencontre les deux tangentes fixes 
en deux points M et N. Démontrer que le produit AM x BN est constant. 

4. fitant données deux droites AB, A'B', un angle de grandeur constante 
tourne autour de son sommet fixe, et ses cOtès rencontrent les droites données 
respectivement en M et en M'. Démontrer qu'il existe sur ces droites des points 
fixes et 0' , tels que le produit OBI x D'il' reste constant. 

5. Étant donnés deux cercles tangents intérieurement au point *A; par un 

point quelconque P du cercle extérieur on mène une tangente PM au cercle in- 

PA 
térieur. Démontrer que le rapport -^ est constant. 

•• Deux cercles donnés se coupent en deux points A et B; d'un point quel- 
conque P de l'une des circonférences on mène une tangente PM à l'autre. Dé- 

PM* 
montrer que ie rapport p px est constant. 

7. fitant donnés deux cercles, on décrit un nouveau cercle tangent aux deux 
premiers; démontrer que la droite qui joint les deux points de contact passe 
par l'un des centres de similitude des deux cercles donnés. 

8. Étant donnés deux cercles , par l'un des centres de similitude on trace une 
sécante quelconque qui coupe le premier cercle en deux points A et B , le se- 
cond cercle en deux points A' et B' ; les tangentes et ces quatre points forment 
un parallélogramme. Démontrer que l'une des diagonales de ce parallélogramme 
passe par un point fixe , et que l'autre coinoide avec une droite fixe indéfinie. 

9. On inscrit dans un cercle un quadrilatère ABCD dont deux côtés contigus 
AB, BG, sont égaux; on tire les diagonales BD, AG qiii se coupeût en S. 
Démontrer que chacun des côtés égaux est moyen proportionnel entre la diago- 
nale entière BD et le segment adjacent BE. 



VROBLàmS 4 BÉSOVDftB. 



I. Mener par deux points donnés une circonfiérence tangente à une droite 
donnée. 

S. Mener par deux points donnés une circonfôrenoe tangente à me circon- 
férence donnée. 

3. Trouver sur une droite donnée un point également distant d'un point 
donné et d'une droite donnée. 
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4. Trouver sur une droite donnée un point dont la somme ou la différence des 
distances à deux points donnés égale une longueur donnée. 

5. Décrire une drconférence qui passe par un point donné et soit tangente 
a deux circonférences données. 

€. Décrire une circonférence qui passe par un point donné et soit tangente 
à ane droite et à une circonférence données. 

7. Décrire une circonférence qui spit tangente à deux droites et à une cir- 
conférence données. ' 

8. Décrire une circonférence qui soit tangente à ui)e droite et à deux cir- 
conférences données. 

9. Décrire une ôirconférence qui soit tangente à trois circonférences données. 

!•• Inscrire dans un triangle donné un rectangle semblable à un rectangle 
donné. 

if. Construire un triangle semblable à un triangle donné dont les sommets 
soient situés sur trois droites parallèles données. 

12. Construire un triangle semblable à un triangle donné dont les sommets 
soient situés sur trois circonférences concentriques données. 

13. Construire un triangle isocèle, connaissant Tangle au sommet, et la 
somme de la base et de la hauteur. 



UBUX GéOBOfrrRIQVBS. 



1. Lieu des points dont la somme des carrés des distances à deux points 
fixes est le carré d'une ligne donnée. 

2. Lieu géométrique des points dont la différence des carrés des distances à 
deux points fixes est égale au carré d'une ligne donnée. 

3. Ëtant donnés un point et une droite MN, par le point on mène une 
droite quelconque qui rencontre la droite MN en A, on prend sur OA une Iod- 
gueur OB telle, que le produit OAxOB soit égal au carré d'une ligne donnée. 
Quel est le lieu géométrique des points B ainsi obtenus? 

4. Étant donnés une circonférence et un point sur cette ligne , on mène par 
le point une sécante quelconque qui rencontre la circonférence en A, od 
prend sur OA une longueur OB telle, que le produit OAxOB est égal au carré 
d'une ligne donnée. Quel est le lieu géométrique des points B ainsi obtenus? 

6. Lieu géométrique des points de concours des médianes des triangles qui 
ont un sommet en un point donné 0, et les deux autres sommets sur deux 
droites paraîlôles données MN et PQ. 
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6. Lieu des points de concours es médianes des triangles inscrits dans 
un segment de cercle donné. 

7. Lieux des points d'où deux circonférences données 
sont vues sous des angles égaux. 

8. £tant donnés un cercle et deux points A et B dans 
son plan, par le point Aon mène une droite quelconque qui 
coupe le cercle en G, on prolonge AG d'une longueur GD 
égale à AG ; on joint le point G au point B , et le point D au 
point E, milieu de AB, ces deux droites se coupent au 
point M. Quel est le lieu géométrique des points M? 

Faire remarquer que le lieu trouvé est indépendant de 
la position du point A. 

9. Lieu des points tels que la distance de chacun d'eux à la base d'un 
triangle isocèle soit moyenne proportionnelle entre ses distances aux deux 
autres côtés. 

!•. Lieu des points dont les distances & deux points donnés sont entre elles 
dans un rapport donné. 

il. Lieu des points d'où Ton voit deux parties données d'une même droite 
sous des angles égaux. 

12. Lieu des points tels que les pieds des perpendiculaires abaissées de cha- 
cun d'eux sur les côtés d'un triangle donné soient en ligne droite. 

13. Lieu décrit par le sommet de l'angle droit d*un triangle rectangle dont 
les deux autres sommets glissent sur deux droites rectangulaires données. 

14. Lieu des points tels, que la somme des carrés des distances de chacun 
d'eux aux trois sommets d'un triangle soit égale à un carré donné. 

fS. Ëtant donnés deux cercles qui se coupent , par l'un des points d'inter- 
section A, on mène une sécante quelconque sur laquelle on porte une longueur 
AM égale à la somiiie des deux coipdes AB et AG. Trouver le lieu du point M. 

ii. Etant donnés deux cercles tangents par le point de contact A, on mène 
dans les deux cercles deux cordes AB et AG qui soient dans un rapport donné , 
des centres et (y, on abaisse des perpendiculaires OM et (VM sur ces cordes; 
trouver le lieu d'intersection U de ces perpendiculaires. 

17. Etant donnés un cercle et un point fixe P; par ce point on mène une 
droite quelconque, sur laquelle on prend un poin M tel que la distance PM 
soit égale à la tangente menée du point M au cercle. Trouver le lieu du point H. 



LIVRE QUATRIÈME. 

BIE8UEB BES AIRES. 

DéftnilioiiB.-^ Aires dei polygone*. ««Aire du cercle. 

HfiFmiTlORS. 

1* On sait que Tunité fondamentale de longueur est le mètre. 

Les multiples du mètre sont le décamètre^ l'hectomètre^ le kilo- 
mètre^ lemyriamètre^ ou dix, cent, mille, dix mille mètres. 

Les sous*multiples sont le décimètre, le centimètre, le milli- 
mètrcy ou dixième, centième, millième partie du mètre. 

2*» On a pris pour unités de surface les carrés construits sur 
les unités de longueur. 

L'unité fondamentale de surface est le mètre carré: c'est un 
carré dont le côté a un mètre de longueur. 

Viennent ensuite, d'une part : le décamètre carré, Yhectomètre 
carré, le kilomètre carré, le myriamètre carré. Ce sont des carrés 
qui ont un décamètre, un hectomètre, un kilomètre, un myria- 
mètre de côté. 

D'autre part : le décimètre carré, le centimètre carré , le milli- 
mètre carré. Ce sont des carrés qui ont un décimètre , un centi- 
mètre, un millimètre de côté. 

3« Il ne faut pas confondre le décamètre carré avec dix mè- 
tres carrés. Le décamètre carré est le carré construit sur le 
décamètre; il vaut cent mètres carrés. 
En effet, si Ton place dix mètres carrés 
les uns à côté des autres, le long d'une 
droite AB (fig. 194), on forme un rec- 
tangle ayant dix mètres de longueur sur 
un mètre de largeur; formons dix rec- 
^ ' tangles égaux de cette manière, nous 

obtiendrons finalement un carré ABCD ayant dix mètres de 
côté; c'est le décamètre carré. Or, ce carré est composé de dix 



Fig. 194. 
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bandes égales, contenant chacune dix mètres carrés. On a donc 
en tout dix fois dix ou cent mètres carrés. Ainsi te décamètre 
carré vaut 100 mètres carrés. 

De même Thectomèlre carré vaut 100 décamètres carrés ou 
10000 mètres carrés; le kilomèti:e carré vaut 100 hectomètres 
carrés ou 1 000000 de mètres carrés, etc. 

De même le décimètre carré est la centième partie du mètre 
carré, le centimètre carré la centième partie du décimètre carré, 
et ainsi de suite. 

4*> Pour mesurer les terres, on prend pour unité principale le 
décamètre carré auquel on donne le nom d'are. 

On emploie aussi Yhectare, qui vaut cent ares, et le centiare^ 
qui est la centième partie de Tare. 

Il est bon de remarquer que le centiare, qui est la centième 
partie de Tare ou du décamètre carré, n'est autre chose que le 
mètre carré, et que l'hectare, qui contient cent ares ou cent dé- 
camètres carrés, équivaut à l'hectomètre carré. 

5« On appelle aire Fétendue d'une surfece. Mesurer une aire, 
c'est chercher combien elle contient de mètres carrés et de par- 
ties du mètre carré; en un mot, c'est chercher son rapport è 
Tunitè d'aire. 

6*» On dit que deux figures planes sont équivaknteslorsqu'eYLes 
ont la même aire. On conçoit, en effet, que deux figures peu- 
vent avoir la même étendue sans avoir la même (orme, 

TmêoRÈME I. 

Vaire d'un rectangle est égale au produit de sa base par sa 
hauteur. 

Soient AB et AD les deux côtés ou les deux dimeimùns d'un 
rectangle (fig, 195). On appelle base l'un des côtés AB, hauuur 
l'autre côté AD. 

Supposons que la base AB du rectangle contienne 6 mètres 
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exactement, et que la hauteur AD contienne 3 mètres ; si, par les 
points de division de la hauteur, nous menons des parallèles à 
la base, et par les points de division de la base des parallèles à 
pj ^gg la hauteur, nous partagerons le rectangle en 

carrés ayant chacun un mètre de côté, c'est-à- 
dire en mètres carrés. Le rectangle proposé 
est décomposé, parallèlement à la base, en 
3 rectangles égaux, contenant chacun 5 "mè- 
tres carrés ; il contient donc eh tout 3 fois 
5 ou 15 mètres carrés. Ainsi le nombre de mètres carrés con- 
tenus dans le rectangle est égal au produit des nombres de mè- 
tres co'ntenus dans la base et dans la hauteur. 

Supposons maintenant que la base et la hauteur soient expri- 
mées par des nombres fractionnaires , tels que 3"»,24 et 2°»,57. 
Prenons pour unité de longueur le centimètre : la base contient 
324 centimètres, la hauteur 257. En menant par les points de 
division de la hauteur des parallèles à la base et par les points 
de division de la base des parallèles à la hauteur, on partagera 
le rectangle en carrés ayant chacun un centimètre de côté, 
c'est-à-dire en centimètres carrés. Le rectangle proposé est dé- 
composé, parallèlement à la base, en 257 rectangles égaux, 
contenant chacun 324 centimètres carrés ; il contient donc en 
tout 324 X 257 ou 83268 centimètres carrés. On sait que le 

centimètre carré est la partie du mètre carré; si l'on 

prend pour unité de surface le mètre carré, Taire du rectangle 
sera donc représentée par le nombre décimal 8,3268 mètres 
carrés. Or ce nombre est le produit des deux nombres décimaux 
3,24 et 2,57, qui expriment la base et la hauteur, quand on prend 
le mètre pour unité de longueur. 

On voit par là que, dans tous les cas, le nombre qui exprime 
Taire du rectangle est égal au produit des nombres qui expri- 
ment la base et la hauteur, ce que Ton énonce en disant : Taire 
d'un rectangle est égale au produit de ses deux dimensions. 
Mais il faut avoir bien soin de prendre pour unité de surface le 
carré construit sur l'unité de longueur. 
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GoBOLLAiRE. Un Carré étant un rectangle qui a ses côtés égaux, 
il en résulte que Vain d^un carré est égaie au ea/rri de son côté. 

Applications numériques. 

1<» Un champ rectangulaire a 125 mètres de longueur sur 47 de largeur. 
Quelle est son aire? 

L'aire cherchée est égale à 135x47, c'est-à-dire à 587S mètres carrés. 
Gomme il s'agit ici d'un terrain , on dira qu'il contient 58 ares 75 centiares. 

2* L'aire d'un champ rectangulaire est de 58 ares 75 centiares; sa longueur 
de 125 mètres. Quelle est sa largeur? 

On commencera par réduire l'aire en mètres carrés, ce qui donne 5875 mètres 
carrés. En divisant 5875 par 125, on trouve 47. La largeur du champ est donc 
de 47 mètres. 

3** Un carré a 5'' ,47 de côté. Quelle est son aire? 

Il faudra multiplier 5,47 par 5,47, c'est-à-dire élever le nombre 5,47 au 
carré. L'aire du carré est de 29,9209, plus simplement de 29,92 mètres carrés 
à un décimètre carré près. 

4* L'aire d'un carré est 29,92 mètres carrés. Quel est son côté? 
Il faut extraire la racine carrée du nombre 29 ,92. Le côté du carré est de 
5", 47, à un centimètre près. 

5* Trouver le côté d'un carré égal à 2 mètres carrés. 
En extrayant la racine carrée de 2 , on trouve pour le côté cherché 1" ,414 , à 
un millimètre près. 

Théorème II. 

Vaire <tun paràlîélogramme est égak au produit de sa base par 
sa hauteur. 

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 196). On appelle base un 
Fig. 196. * ^^^^ ^^> hauteur la perpendiculaire DG 

D E c abaissée sur la base d'un point du côté 
opposé. Si Ton élève des perpendicu-_ 
laires BE, AF aux deux extrémités de 
la base, on formera un rectangle ABEF, 
ayant même base AB que le parallélo- 
gramme» et même hauteur ÂF ou DG,. Je dis que ce rectangle 
est équivalent au parallélogramme. En effet, les deux angles DAF, 
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GBE, qai ont leurs cAtés parallèles, et dirigés dans le même 
sens, sont égaux ; le côté AD est égal à BG, et AF égal à BE; 
donc les deux triangles ADF, BGE sont égaux, comme ayant un 
angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. Si de 
la figure entière on retranche le triangle ADP, on obtient le pa- 
rallélogramme ABGD ; si l'on retranche le triangle BGE, on ob- 
tient le rectangle ABEF. Puisque les deux triangles sont ^ux, 
il en résulte que le parallélogramme et le rectangle sont équiva- 
lents. Mais on sait que Taire du rectangle a pour mesure sa 
base AB multipliée par sa hauteur DG; donc Taire du parallé- 
logramme, qui est égale à celle du rectangle, a même mesure, 
c'est-à-dire le produit de sa base AB par sa hauteur DG. 




Théorème III. 

Uaire d'un triangle est égale au produit de sa base par la moitU 
de sa hauteur. 

Soit le triangle ABC (fig. 197). Un côté quelconque BC est la 
base du triangle et la perpendiculaire AD abaissée du som- 
Fig. 197. met opposé en est la hauteur. Si par 

les sommets A et G on mène des pa- 
rallèles AE, GE aux côtés opposés, on 
formera un parallélogramme ABGË. On 
sait que la diagonale AG divise le paral- 
lélogramme en deux triangles égaux (I, 29)> donc Taire du 
triangle ABG est la moitié de celle du parallélogramme. Puisque 
Taire du parallélogramme a pour mesure le produit de sa base BC 
par sa hauteur AD, on en conclut que Taire du triangle a pour 
Fig. 198. mesure la moitié du produit de sa base BC par 
sa hauteur AD, ou, ce qui revient au même, le 
produit de sa base par la moitié de sa hauteur. 

Corollaire I. Quand le triangle est rectangle, 
on prend pour base un côté AB (fig. 198) de Tan- 
gle droit, et pour hautçur Tautre côté AG. L'aire du triangle 
est la moitié du produit des deux côtés de Tangle droit. 
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GoROLLAiRB II. Deux triangles qui ont même base et même 
Fig. iM. hauteur sont ëquiyalents, puisqu'ils ont 

^ ^' même mesure* 

Si l'on fait glisser le sommet A (fig. 199) 
d'un triangle sur une parallèle à la base BC» 
la hauteur restant la même, il est clair 

que Taire du triangle ne change pas. 

Corollaire III. Deuxtriangiety qui ont même hautmr^ sont 
entre eux comme leurs bases. Car le rapport des bases est évidem- 
ment égal au rapport des produits que l'on obtient en multi- 
pliant les bases par la moitié de la même hauteur, c'est-à-dire 
au rapport des aires. 

Pareillement, deux triangles y qui ont même base y sont entre eux 
comme leurs hauteurs. 

Applications numériques. 

1* La base d'un triangle est de 54" ,8/ sa hauteur de 39 ,5. Trouver Taire. 
On multipliera la baae par la hauteur et on prèndrarla moitié du produit, ce 
qui donne pour Taire demandée 1082,3 mètres carrés, ou 10 ares 82 centiares. 

T L'aire d'un triangle est de 10 ares 82 centiares, sa base de 54" ,8. Quelle 
est sa hauteur? 

On divisera Taire 1082 mètres carrés par la moitié de la base 27 ,4 , ce qui 
donne pour la hauteur demandée 39" ,5, à un demi-décimètre près. 

Théorème IV. 

r<nre d'un trapèze est égale au produit de la demi-somme de ses 
bases parallèles par sa hauteur. 

Partageons le trapèze ABGD (Qg. 300) 
en deux triangles par une diagonale AG. 
L'aire du premier triangle ABC a pour 
mesure le produit de sa base BG par la 
moitié de sa hauteur AH ; Faire du se- 
cond triangle CAD a aussi pour mesure le produit de sa base AD 
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par la moitié de sa hauteur GK, qui est égale à AH. En faisant la 
somme des deux triangles, on a pour Taire du trapèze 



BGX^+ADx^, 



ou, plus simplement, 



ou bien encore 



(BG + AD)x^, 



5°±^XAH; 



car multiplier chacune des deux bases BG et AD par la moitié 
de la hauteur AH, et ajouter les résultats, revient à multiplier la 
somme des bases BG + AD par la moitié de la hauteur, ou la 
moitié de la somme des bases par la hauteur. 

Remarque. On arrive directement à ce résultat en transfor- 
mant le trapèze en un- triangle équivalent! Par le sommet D 

menons une parallèle DG à la 

Fig 201. 

diagonale AG (fig. 20 1), j usqu'à 

/T^^;;~^^.^ sa rencontre en G avec la base 

/"\ — -^^^^^^c^J~-\l.^,^^ inférieureBG prolongée, et joi- 

^ 1 — ^ — ^^'^^ gnons AG. Les triangles ADC, 

AGG sont équivalents, comme 
ayant même base AG et leurs sommets D et G sur une même 
parallèle à la base (3); si Ton remplace le triangle ADG par le 
triangle équivalent AGG, on transforme le trapèze en un trian- 
gle équivalent ABG. Mais ce triangle a pour mesure la moitié 
du produit de sa base BG par sa hauteur AH ; les deux lon- 
gueurs GG et AD étant égales comme côtés opposés d'un paral- 
lélogramme AGGD, on voit que la base BG du triangle est égale 
à la somme des bases parallèles BG et AD du trapèze, ce qui 
montre bien que Taire du trapèze a pour mesure le produit 
de la demi-somme de ses bases parallèles BG et AD par sa hau- 
teur AH. 

Corollaire. Le§ diagonales AG, CD du parallélogramme AGGD 
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se coupent mutaellement au point F en deux parties égales ; si 
l'on joint le point F au point E milieu de ÂB, la droite EF, qui 
divise en deux parties égales les côtés du triangle ABG sera 
parallèle au troisième côté B6 et égale à la moitié de ce côlé 
(ni, 2) ; ainsi on peut dire que Yaire d'un trapèze est égale au pro- 
duit de la droite EF, qui joint les milieux des côtés non parallèles 
AB, DC, par sa hauteur AH. 

Problèue I. 
Trouver Vaire d'un polygone- quelconque. 




Un polygone quelconque peut toujours être décomposé en 
triangles par des diagonales. En calculant les aires de ces di- 
vers triangles et ajoutant les résultats, on 
aura Taire du polygone. Soit, par exem- 
.ple, le polygone ABCDE (fig. 202), dé- 
composé en trois triangles par les deux 
diagonales AG et AD. On mesurera la 
base AG et la hauteur BF du premier trian- 
gle, la base AD des deux autres triangles 
et leurs hauteurs G6 et EH; puis on calculera les aires de ces 
trois triangles, et on en fera la somme. 
Mais quand on opère sur le terrain, on préfère ordinaire- 
ment décomposer le polygone de la ma- 
nière suivante : menons la diagonale AB 
(ôg. 203), et de chacun des sommets abais- 
sons des perpendiculaires sur cette diago- 
nale ; nous décomposerons ainsi le polygone 
en triangles et en trapèzes rectangles. On 
mesurera les diverses parties de la diago- 
nale AE et toutes les perpendiculaires, ce qui suffira pour le 
calcul des aires. Le triangle rectangle AB'B a pour mesure 

^ ; le trapèze BB'G'G a pour mesure la demi-somme de 
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ses côtés parallèles BB' et GC multipliée par sa hauteur VG, 

c'est^-dire (ELH^y><^^ et ainsi de suite. 

Quelquefois, au lieu de la diagonale AE, on se sert d'une autre 
Fig. 204. ligne MN (fig. 204) plus facile à 

tracer. On mesure les perpendi- 
culaires abaissées des sommets 
du polygone sur cette ligne, et 
les segments de cette ligne. L'aire 
du polygone est égale à la somme 
des trapèzes A'ABB', B'BCC, 

C'GDD',E-'EPF, F'FGG', plus les deux triangles HGG', KDD', moins 

les deux triangles HAA', KEE'. 




Théobâme y. 




Le rapport des aires de deux polygones semblables est égal au carré 
du rapport des côtés homologuesJ\ 

P Considérons d'abord deux triangles semblables ABC, A'fi'C 
(fig. 205). Des sommets A et A' abaissons les perpendiculaires 
Fig. 205. AD, AT)' sur les côtés op- 

posés. Les deux triangles 
rectangles ABD, A'BT)', 
ayant un angle aigu B égal 
à B', ont leurs trois angles 
égaux chacun à chacun^ et sont semblables. On en conclut que 
le rapport des hauteurs AD et A'IV est le même que le rapport 
des côtés homologues AB et A'B', ou BC et B'C. 

Pour simplifier le raisonnement, supposons que les côtés du 
premier triangle soient deux fois plus grands que ceux du se- 
cond. Si Ton rend la base d'un triangle deux fois plus grande, 
la hauteur restant la même, il est clair que la surface devient 
deux fois plus grande; si l'on rend ensuite la hauteur deux fois 
plus grande, la surface devient encore deux fois plus grande; 
la surface devient donc deux fois deux fois, on quatre fois plus 
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grande. Ainsi , quand le rapport des côtés homologues est 2, 
celui des aires est exprimé par le nombre 4, carré de 2. 

n en est de même si les côtés du premier triangle sont trois 
fois plus grands que ceux du second. Quand on rend la base 
trois fois plus grande, sans changer la hauteur, la surface de- 
vient trois fois plus grande ; quand on rend ensuite la hauteur 
trois fois plus grande, la surface devient encore trois fois plus 
grande; elle devient donc trois fois trois fois, ou neuf fois plus 
grande. Ainsi, lorsque le rapport des côtés est 3, celui des aires 
est exprimé par le nombre 9, carré de 3. 

En général, les aires des deux triangles étant mesurées parles 
produits 

BCXAD B^gxA^D' 
2 ' 2 ' 

leur rapport sera exprimé par le quotient 

BCxAD 
B'G'xA'D'» 

que Ton peut écrire de la manière suivs|pte 

BC ^ AD 
B'G'^A'D" 

Mais on sait que le rapport des hauteurs jrfçi est égal à celui des 

BC 
côtés homologues ^; le rapport des aires sera donc 



BC BG _/BGy 
B'C'^B'G'""\B'G7* 



Ainsi le rapport des aires de deux triangles semblables est égal 
au carré du rapport de deux côtés homologues* 

2<' Considérons maintenant deux polygones semblables ABGDE, 
A'B'C'D'E' (fig. 206). Par des diagonales on décomposera ces 
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deux polygones en triangles semblables chacun à chacun 

Fig. 2o«. (III, 11). Pour fixer les 

!s,^ Q, idées, supposons que les 

>/ ^v /\.^^ côtés du premier polygone 

\/l -— yc ^v^j; ' / soient 2 fojs plus grands 

Y^-.^ / V--^D' que ceux du second; chacun 

V..--^^D des triangles qui composent 

le premier polygone aura 
une aire 4 fois plus grande que celle du triangle semblable 
dans le second polygone ; la somme des premiers triangles, ou 
Faire du premier polygone, sera donc 4 fois plus grande que la 
somme des seconds triangles, ou que Taire du second polygone. 
En général , les rapports des triangles semblables ABC et 
A'B'C, ACD et A'C'D', ADE et A'D'E', étant égaux au carré du 
rapport de deux côtés homologues, sont égaux entre eux; or on 
sait que si, dans une série de rapports égaux, on ajoute les nu- 
mérateurs et les dénominateurs, on obtient un nouveau rapport 
égal à chacun des rapports proposés ; mais la somme des numé- 
rateurs, c'est Taire du premier polygone ; la somme des déno- 
minateurs, c'est Taire du second polygone; donc le rapport des 
aires des deux polygones est égal au carré du rapport de deux 
côtés homologues. 

3 
Par exemple, si le rapport des côtés homologues est -, celui 

des aires serarrr* 

Corollaire. Appelons S, S', S".... les aires de plusieurs poly- 
gones semblables, a, a', a\... les longueurs des côtés homo- 
logues; d'après le théorème précédent, on a 



• • • • 



On en déduit la suite des rapports égaux 
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Ainsi, les aires des polygones semblables sont proportionnelles ava 
carrés des côtés homologues. 

Théorème YI. 

Vaire d*un polygone régulier est égale au produit du périmètre 
par la m^oitié de V apothème. 

Soit (fig, 207) le centre du cercle circonscrit au polygone 

Fig. Î107. régulier. Si Ton joint le centre aux diffé- 

.yfTp^^Vv rcïits sommets, on décomposera le poly- 

[/ '^ • '^'^\\ ^^"^ ^^ autant de triangles isocèles égaux 

FJ^ :iv:::....^c AOB, BOC... qu'il y a de côtés. Or, le 

\\ / \ // triangle AOB a pour mesure le produit 
^ <^^^__^> ^ de sa base AB par la moilié de sa hau- 
teur OG; de même le triangle BOC a pour 
mesure le produit de sa base BG par la moitié de sa hauteur OH, 
qui est égale à OG, et ainsi de suite; on en conclut que Taire 
du polygone, ou la somme des triangles, a pour mesure la 
somme de ses côtés ou son périmètre, multipliée par la moitié 
de la hauteur commune OG de tous les triangles. 

Théorème VII. 

Uaire (Tun cercle est égale au produit de la circonférence par la 
moitié du Yayon. 

Concevons dans le cercle un polygone régulier inscrit. L'aire 
de' ce polygone régulier est égale au produit de son péri- 
mètre par la moitié de son apothème: Hais quand le nombre 
des côtés augmente indéflniment , Taire du polygone tend vers 
Taire du cercle , le périmètre vers la circonférence , et Tapo- 
thème se confond avec le rayon. On en conclut que Taire du 
cercle est égale au produit de sa circonférence par la moitié de 
son rayon. 

Corollaire, Si Ton désigne par r le rayon et par S Taire 
d'un cercle, la circonférence étant égale à 2icr, Taire aura pour 

THÉORIE. 1 1 
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mesore le i^roduit ^itr x ^ , on ptas simplement ict*, et Ton aura 
la formule 

Ainsi, pour calculer Taire d'un cercle, il faut multiplier le 
carré du rayon par le nombre «. 

Aj^licatioBs. 

1» Trouver Taire d'un cercle dont le rayon est 1",435 à moins d'un mil- 
limètre près. 

Ona 

S = 3,1416X1,434^ 

£n effectuant les calculs par logarithmes , on trouvera 

S = 6,469. 

Mais on ne peut pas compter sur le dernier cMffre : car rerreur relative com- 
mise sur Te rayon étant doublée par Télévation au carré , on n'obtient le résultat 
qu'à un centième près. On dira donc que Taire du cercle est 6,47 mètres carrés 
à un décimètre carré près. 

T L'aire d'un cercle est de 6,47 mètres carrés à un décimètre carré près; 
trouver le rayon. 
De la formule S=7ir*, on déduit 



En effectuant les calculs par logarithmes, on trouve 

f = 1,4351. 

L'erreur relative de Taire étant divisée par 2 à cause de l'extraction de la ra- 
cine carrée , on obtient le résultat à moins de deux millièmes. Ainsi le rayon 
cherché est 1*',435 à deux millimètres près. 

V Trouver Taire du cercle dont le rayon est égal à un mètre. 

L'aire d'un cercle quelconque étant représentée parier', «t le rayon étant égal 
à Tunîté , Taire du cercl« proposé sera exprimée par le nombre ic ; eUe sera égale 
à 3,1416 mètres carrés à un centimètre carré près. 

4* Calculer le rayon du cercle dont Taire est égale à un mètre carré. 



Ona , r=:i/i=0,S644. 
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Théorème VIII. 

Uaire d'un secteur est égale à la longueur de F arc multiplU par 
la moitié du rayon. 

On appelle secteur la portion de cercle comprise entre un 
are AB (fig. 208) et les deux rayons OA et OB qoi vont à ses 
extrémités. Imaginons Tare AB divisé en un certain nombre 
de parties égales. En joignant les points 
de division deux à deux, nous formerons 
une ligne brisée régulière ACDB, inscrite 
dans Tare. Évaluons Taire du secteur po- 
lygonal OACDB. Les rayons qui vont aux 
différents sommets le divisent en triangles 
isocèles égaux et ayant môme hauteur OG. Le triangle AOC a 
pour mesure sa base AC multipliée par la moitié de sa hau- 
teur OG; de même, le triangle GOD a pour mesure sa base CD 
multipliée par la moitié de sa hauteur, qui est égale à OG, et 
ainsi de suite; donc la somme des triangles, ou l'aire du secteur 
polygonal, a pour mesure la somme des bases, ou la ligne bri- 
sée ACDB, multipliée par la moitié de Fapothème OG. Supposons 
maintenant que le nombre des côtés de la ligne brisée aug- 
mente indéfiniment ; la ligne brisée tendra vers l'arc AB, Taire 
du secteur polygonal vers celle du secteur circulaire, et Tapo- 
thème se confondra avec le rayon. On en conclut que Taire du 
seeteur circulaire a pour mesure le produit de la longueur de 
Tare AB par la moitié du rayon OA. 

GoROLLAiRs. L'aire du secteur ayant pour mesure Tare multi- 
plié par la moitié du rayon, de même que Taire du cercle a 
pour mesure la circonférence multipliée par la moitié du rayon, 
il est clair que l& rapport de l'aire du secteur à celle du cercle est 
égal au rapport de Varc à la circonférence. Pour trouver Taire d'un 
secteur, il suffira donc de multiplier Taire du cerde par le rap- 
port de Tare à la circonférence. 
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Applications. 

1* Trouver Taire du secteur de 60 degrés dans le cercle dont le rayon est 
égal à 1 mètre. 

L*arc de 60 degrés étant le sixième de la circonférence, Taire du secteur sera 
le sixième de celle du cercle: on prendra donc le sixième de 3,1416, aire du 
cercle, ce qui fait 0,5236 à un centimètre carré près. 

2» Trouver Taire du secteur de 37 degrés dans un cercle de 1",435 de rayon. 
L a circonférence contenant 360 degrés , le rapport de Tare à la circonférence 

37 
est ^TT. L'aire du secteur est donc 



s = 3,1416x 1 ,435'x^ =0,6649 mètre carré. 

3« Trouver Taire du secteur de ZV2V dans un cercle de 1",435 de rayon. 
L'arc de 37® 29' valant 2249 minutes, et la circonférence 21 600, le rapport 

2249 
de Tare à la circonférence est ■ ^^ . L'aire du secteur est donc 

S = 3 ,1416X 1 ,436*X ^~ = ,6736 mètre catré. 



Problème II. 

Trouver Vaire (Tun segment de cercle. 

On appelle segment la portion du cercle comprise entre un 

Fig. 209. arc AHB (fig. 209) et la corde AB qui le soos- 

^..^^^--^ tend. Menons les deux rayons OA et OB. 

/\ i /\ Lorsque le segment est phis petit que le demi- 

f '\l/ \ cercle, son aire est la différence entre l'aîre 

II 

l ^ y du secteur OAHB et celle du triangle isocèle 

\. / OAB. On calculera donc l'aire du secteur et 

celle du triangle ; puis on retranchera la se- 
conde de la première. 

Lorsque le segment est plus grand qu'un demi-cercle, son 
aire est égale à celle du secteur augmentée de celle du triangle. 
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Applications. 

{• Supposons que l'arc AM6 soit de 60 degrés, et le rayon égal à 1 m être. - 
L*aire du secteur est 0,5236. La corde AB , qui sous-tend Tare de 60 degrés, 
est le côté de Thezagone régulier inscrit; elle est égale au rayon. On détermi- 
nera la longueur de la perpendiculaire OD au moyen du triangle rectangle AOD , 
dans lequel on a 



OD = v'Ôi^-ÂD* = i/l - i = ^ . 



L'aire du triangle AOB a pour mesure 

ABxOD _>/3_^ ,^^, 
j = -^=0,4330. 

On trouve ainsi , pour Taire du segment, 0,0906. 

2" Considérons encore le segment qui correspond à l'arc de 90 degrés dans 
le cercle dont le rayon est égal à 1 mètre. Le secteur est le quart du cercle , 

soit ,7854. Le triangle AOB est rectangle en et pour mesure — - — , soit - 
ou 0,5. Donc Taire du segment est 0,2854. 

Théorème IX. 

Le rapport des aires de deux cercles est égal au carré du rapport 
des rayons. 

Imaginons deux polygones réguliers d'un même nombre de 
côtés, inscrits dans les deux cercles. Les deux polygones régu- 
' liers sont semblables, et le rapport de leurs aires est le même 
que celui des carrés de leurs côtés , ou que celui des carrés des 
rayons. Si Ton suppose que le nombre des côtés des deux poly- 
gones augmente indéfiniment, les aires des deux polygones ont 
pour limites les aires des deux cercles. On en conclut que le 
rapport des aires des deux cercles est le même que celui des 
carrés de leurs rayons. 

Ainsi, quand le rayon d'un cercle devient 2, 3, 4.... fois plus 
grand, son aire devient 4, 9, 16.... fois plus grande. 

REMARQUïf. Considérons en général les aires planes comprises 
dans deux courbes fermées semblables ; on peut regarder les 
deux courbes comme lés limites vers lesquelles tendent les pé- 
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rimèlres de deux polygones semblables inscril» dont on aug- 
mente indéfiniment le nombre des côtés ; les aires planes com- 
prises dans les deux courbes sont les limites des aires des 
polygones ; ainsi, fo rapport des aires comprises dans deux courbes 
fermées semblables est égal au carré du rapport de similitude. 

Théorème X. 

Le carré construit sur l'hypoténuse d^un triangle rectangle est 
équivalent à la somme des carrés construits sur les deux côtés de 
rangle droit. 

Ce théorème est la traduction géométrique du théorème XY 
du livre III. Nous avons démontré que, si l*on conçoit les trois 
côtés d'un triangle rectangle mesurés au moyen d'une même 
unité, le carré du nombre qui exprime l'hypoténuse BG est 
égal à la somme des carrés des nombres qui expriment les 
deux côtés AB et AC (fig. 210) de l'angle droit. Mais le carré 
du nombre qui exprime l'hypoténuse BG est la mesure de Taire 

du carré BGDE construit sur cette hy- 
poténuse; et de même les carrés des 
nombres qui expriment les côtés AB 
et AG représentent les aires des carrés 
ABFG, ACHK, construits sur ces deux 
côtés ; il en résulte que l'aire du carré 
BGDE construit sur l'hypoténuse est 
égale à la somme des aires des carrés 
ABFG, AGHK, construits sur les deux 
autres côtés. 

Mais on peut démontrer ce théorème directement, sans avoir 
recours aux propriétés des lignes proportionnelles. 

Du sommet A de l'angle droit j'abaisse la perpendiculaire AL 
sur l'hypoténuse ; cette perpendiculaire prolongée divise le 
carré BGDE, construit sur l'hypoténuse BC, en deux rectangles 
BLME, LGDM ; je dis que le premier rectangle est équivalent au 
carré ABFG construit sur le côté AB de l'angle droit, le second 
au carré AGHK construit sur Vautre côté AC. En eififet, memms 
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les droites AE et GF ; le rectangle BLME est double du trian- 
gle ÂBE, qui a même base BE et même hauteur BL, distance des 
deux parallèles BE et AM ; de même, le carré ABFG est double 
du triangle FBC, qui a même base BP et même hauteur AB, dis- 
tance des deux parallèles BP et CG. Mais il est aisé de voir que 
les deux triangles ABB, PBC sont égaux : car sî Pon fait tourner 
d*on angle droit le premier autour du point B comme autour 
d'un pivot, le côté BA vient se placer sur son égal BP, le côté BE 
sur son égal BG, et les deux triangles coïncident. Puisque les 
deux triangles ABE, FBG sont égaux, il s'ensuit que le rectangle 
BLMEy double du premier, est équivalent au carré ABFG, double 
du second. On démontrerait de même que le rectangle LGDM est 
équivalent au carré AGRK. Donc le carré BGDE, somme des deux 
rectangles, est équivalent à la somme des deux carrés ABFG, 

ACHK. 

* 

GoROLLÂiRE. Imaginons que sur les trois côtés d'un triangle" 
rectangle ABG, pris comme côtés homologues, on construise des 
polygones semblables; il est aisé de voir que le polygone construit 
sur rhypoténuse est équivdent à la somme des polygones construits 
sur les deux côtés de V angle droit. En effet, appelons a la longueur 
de l'hypoténuse, a' et a" celles des côtés de l'angle droit ; les aires 
S, S', S" des polygones semblables construits sur ces côtés étant* 
proportionnelles aux carrés des côtés homologues (S, G), on a 

en désignant par k la valeur du rapport constant ; on en dédoit 

Mais on a, d*a(Mrè8 le théorème précédent, 

a*=a'*-{-ar*; 

«i Ton multipilie ces deux quantités égales par le même nombre k, 
ilyieitf 

et parmte 

s=S'H-s''. 
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Théorème XL 

Dans tout triangle , le carré construit sur le côté opposé à m 
angle aigu est équivalent à la somme des carrés construits sur ks 
deux autres côtés j moins deux fois le rectangle ayant pour base Vun 
de ces côtés^ et pour hauteur la projection du second sur le premier. 
Ce théorème est la traduction géométrique de la relation nu- 
mérique établie dans le théorème XVI du livre III. On a dé- 
^'8- 2"- montré que le carré du nombre qui 

tA exprime le côté BC (fig. 21 1), opposé à 

y^ \\ ^y^R ^'^^S^^ aigu A, est égal à la somme 
^ \-..^ k/îC-'''' \ ^^^ carrés des nombres qui expriment 
^^ les deux autres côtés AB et AG, moins 
deux fois le produit du côté AB par la 
projection AN du côté AG sur AB. On 
sait que le carré du nombre qui ex- 
prime un côté mesure Taire du carré 
construit sur ce côté, et que le produit 
des nombres qui expriment les longueurs AB et AN représente 
Taire du rectangle ayant AB pour base et AN pour hauteur. 
Il en résulte que le carré BGDE, construit sur le côte BG 
opposé à Tangle aigu A, est équivalent à la somme des carrés 
ABFG, ACHK, construits sur les deux autres côtés , moins deux 
fois le rectangle ayant pour base Tun de ces côtés AB, et pour 
hauteur la projection AN du second sur le premier. 

Mais on peut aussi démontrer directement ce théorème sans 
faire usage des relations numériques. Si de chacun des sommets 
on abaisse une perpendiculaire sur le côté opposé, on divisera 
chaque carré en deux rectangles. Menons les droites AE et GF, 
les rectangles BLME, BFPN sont doubles des triangles ABE, FBC, 
et Ton vei^ra, comme dans le théorème précédent, que ces deux 
triangles sont égaux; donc les deux rectangles sont équivalents. 
De même le rectangle LGDM est équivalent au rectangle GHRQ, 
et le rectangle AKRQ au rectangle AGPN. Ainsi le carré con- 
struit sur BG est égal à la somme des deux rectangles BFPN, 
GHRQ, c'est-à-dire à la somme des carrés construits sur lès deux 
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cAtés AB et AC» moins les deux rectangles équivalents AGPN, 
AKRQ, ou moins deux fois le rectangle AGPN, qui a sa base A6 
égale à AB, et pour hauteur AN, projection de AG sur AB. 

On a supposé dans ce qui précède que la perpendiculaire 
AL (flg. 212) tombe dans l'intérieur du triangle : voyons les 
modifications à apporter à la démons- 
tration quand elle tombe en dehors. 
Si des sommets on abaisse des per- 
pendiculaires sur les côtés opposés, le 
carrfr construit sur AB est toujours la 
somme de deux rectangles ; mais le 
carré construit surBG est la différence 
des deux rectangles BLME, GLMD, et 
de même le carré construit sur AC la 
différence des rectangles AKRQ, GHRQ. 
Les rectangles sont encore équivalents deux à deux. Si de la 
somme des carrés ABFG, AGHK on retranche les deux rectan- 
gles équivalents AGPN, AKRQ, il reste le rectangle BFPN, moins 
le rectangle GHRQ ; en remplaçant ces deux rectangles par les 
rectangles équivalents BLME, CLMD, on voit que la différence 
est égale au carré BGDE. 




Théorème XII. 

Dans un triangle^ le carré construit sur un coté opposé à un 
f"'*?- 2i3. a7igle obtus est équivalent à la somme 

des carrés construits sur les deux autres 
câtés^ plus deux fols le rectangle ayant 
pour base Vun de ces côtés ^ et pour hau- 
teur la projeciion du second sur le pre- 
mier. 

Ge théorème est la traduction géo- 
métrique de la relation numérique 
établie dans le théorème XYII du 
livre III. • 
On volt immédiatement sur la figure 213 que le carré con- 
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struil sur le côté BG, opposé à l'angle obtus Â, est égal à la 
somme des deux rectangles BLMË, LGDM, ou des deux rectan- 
gles BFPN, CHRO, c'esl-à-dire à la somme des deux carrés 
ÂBFG, ACHK, plus les deux rectangles équivalents AGPN, AKRQ, 
ou plus deux fois le premier, qui a sa base ÀG égale à AB, et 
pour hauteur AN, projection de AG sur AB. 

Rei^abque. U importe de bien saisir la correspondance qui 
existe entre les relations numériques et les propriétés géométri- 
ques des figures , qui n'en sont en quelque sorte que la re- 
présentation- Gette correspondance permet de démontrer par 
l'algèbre un grand nombre de théorèmes de géométrie* Nous 
en avons eu des exemples dans les théorèmes qui précèdent; I 

j'en citerai encore quelques autres. | 

On sait que le carré de la somme de deux nombres est égal , 

à la somme des carrés de ces deux nombres, plus deux fois leur 
produit, ce qu'on écrit 

U en résulte ce théorème de géométrie : Le carré construit sur la 
somme de deux lignes est équivalent à la somme des carrés construits 
sur ces deux lignes, plus deux fois le rectangle ayant V une pour base. 
Vautre pour hauteur. 

On sait aussi que le carré de la différence de deux nombres 
est égal à la somme des carrés de ces deux nombres, moins 
deux fois leur produit, ce qu'on écrit 

(a — ft)*=:o"+6«— 2a6. 

On en déduit ce théorème : U carré construit sur la différence de 
deux lignes est équivalent à la somme des carrés construits sur ces 
deux lignes, moins deux fois U rectangle ayant Vune pour base, 
Vautre pour hauteur. 

En multipliant la somme a-^-b Ab deux nombres par leur 
différence a — 6, on trouver* — b\ ce qu'on énonce en disant 
que le produit de la somme de deux nombres par leur diffé- 
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rence est égal à la diCTérence des carrés de ces deux n(MDbres. 
Celte relation numérique donne naissance i ce théorème de géo- 
métrie : Le rectangle ayant pour base la somme de deux lignes et 
pour hauteur leur différence ^ est équwaUnt à la différence des carrés 
construits sur ces deux lignes. 



Prorleme m. 
Construire un triangle équivalent à un polygone donné. 

Nous suivrons la mélhode que nous avons déjà employée pour 
transformer un trapèze en un triangle équivalent (4). Soit le po- 
lygone ABCDE(fig. 214) ; traçons la diagonale AC et par le point B 
menons une parallèle BF à cette diago- 
nale, jusqu'à sa rencontre en P avec le 
côté DC prolongé , et joignons AF ; les 
triangles ABC , AFC sont équivalents , 
comme ayant môme base AC et leurs 
sommets B et F sur une même paral- 
lèle à la base (3); si Ton remplace le 
triangle ABC par le triangle équivalent AFC, on transforme le 
polygone proposé en un polygone éguivalenl AFDE , dont le 
nombre des côtés est moindre d'une unité. Par une seconde 
opération analogue à la première, on transformera ce dernier 
polygone en un autre polygone équivalent dont le nombre 
des côtés sera encore moindre d'une unité, et ainsi de suite 
jusqu'à ce qu'on arrive à un triangle. 

La figure représente un pentagone ;*deux opérations donnent 
le triangle équivalent AFG. 




Fig. 515. 



Problème IV. 

Construire un carré équivalent à un 
rectangle donné. 

Pour qu'un carré soit équivalent à un 
rectangle ABCD (fig. 215), il est néces- 
saire et il suffit que le carré de son côté soit égal au produit 



c\ 



E H 
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ABxBG, qui mesure Taire du rectangle; le côté cherché est 
donc moyen proportionnel entre la base et la hauteur du rec- 
tangle. On construira cette moyenne proportionnelle par l'un 
des procédés que nous avons indiqués au livre III (P 4) ; on 
prolongera AB d'une longueur BE égale à BC; sur la droite AE 
comme diamètre , on décrira une demi-circonférence ; la per-. 
pendiculaire BP sera la moyenne proportionnelle demandée, et 
le carré BFGH, construit sur cette droite, sera équivalent au 
rectangle ABGD. 

Corollaire. Nous avons vu (P 3), comment on transforme 
un polygone en un triangle équivalent; un rectangle, ayant 
même base que le triangle et une hauteur moitié de celle du 
triangle, est équivalent au triangle et par conséquent au poly- 
gone proposé; nous avons donné ensuite le moyen de construire 
un carré équivalent à un rectangle ; nous savons donc transformer 
un polygone en un carré équivalent. 

Lorsqu'on connaît l'expression de l'aire du polygone par un 
produit de deux longueurs, s'il s'agit, par exemple, d'un poly- 
gone régulier dont l'aire est égale au produit du demi-péri- 
mètre par l'apothème, il ne sera pas nécessaire de transformer 
préalablement le polygone en un rectangle ; on supposera con- 
struit un rectangle sur ces deux longueurs et on transformera 
ce rectangle en un carré équivalent. 

Problème V. 

Construire un carré double d'un carré 
donné. 

Soit ABCD (fig. 216) le carré donné; 
p dans le triangle rectangle isocèle ABC, on 
a (III, 15) 

A(? = 2Ib'; 

E 

ainsi, le carré conslmit sur la diagonale AC est double du carré 
donné. 
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Corollaire. Réciproquement, si ÂG est le côté d*un caiTé 
donné, pour avoir un carré moitié, il suffira de construire un 
carré dont ÂG soit la diagonale. Par le milieu de la droite AG 
on élèvera une perpendiculaire à cette droite et on prendra sur 
cette perpendiculaire des longueurs OB et OD égales à OA ; la 
figure ABGD est le carré demandé. 

Reuarque. On obtient immédiatement un carré EFGH double 
du carré ÂBGD, en menant par les extrémités de chacune des 
diagonales des parallèles à l'autre ; et, réciproquement, on forme 
un carré ABGD moitié du carré £F6H, en joignant deux à deux 
les milieux des côtés. 

Problème VI. 

Partager un triangle ABG en deux parties équivalentes par une 
droite DE parallèle à la base (Gg. 217). 

Si la droite DE divise le triangle ABG 
en deux parties équivalentes, le triangle 
ADE est la moitié du triangle ABG; mais 
on sait que le rapport des aires des trian- 
gles semblables ADE, ABG est égal au 
rapport des carrés des c6tés homologues AD et AB; la question 
est donc ramenée à trouver une longueur AD telle que Ton ait 



^.=|. 0UÂ5' = 2.AD«; 



la longueur cherchée AD est le côté d'un carré dont AB est 1 
diagonale. 

On élèvera une perpendiculaire sur le milieu de la droite 
AB, et on portera sur cette perpendiculaire une longueur OF 
égale à OA. La longueur cherchée est égale à AF. On prendra 
donc sur le côté AB une longueur AD égale à AF et par le point 
D on mènera une parallèle DE au côté AB. 
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Problème Vn. 

Construire un carré égal à la somme ou à la différence de dmx 
carrés donnés. 

1» Proposons-nous d'abord de construire un carré éqnii/alent 
« ^,^ à la somme de deux carrés donnés. Sur 

rig. 218. 

les côtés d'un angle droit, à partir da 
sommet A (fig. 218), nous prendrons des 
longueurs ÂB et AC égales respectivement 
aux côtés des carrés donnés; Thypolé- 
nuse BC sera le côté du carré de- 
mandé (10). 

2® Proposons maintenant de construire un carré équivalent à 
la différence de deux carrés donnés. Sur l'un des côtés de l'an- 
gle droit, on prendra une longueur AC au côté du plus petit 
des carrés donnés; du point C comme centre, avec un rayon 
égal au côté du plus grand carré , on décrira un arc de cercle 
qui coupera l'autre côté de l'angle droit en B.Le côté AB du 
triangle rectangle sera le côté du carré demandé. 

Problème VIII. 

Étant donnés deux polygones semblables ^ construire un polygone 
semblable à chacun d'eux^ et égal à leur somme ou à leur diffé- 
rence. 

On sait (10, G), que, si sur les côtés d'un triangle rectangle 
ccmsidérés comme côtés homologues on construit des polygones 
semblables, le polygone construit sur l'hypoténuse est égal à la 
somme des polygones construits sur les deox côtés de l'angle 
droit. On résoudra donc la question comme la précédente. 
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Problème IX. 

Construire un polygone semblable à un polygone donné et qui 
soit au premier dans le rapport de deux lignes données m et n. 

Désignons par a un côté du polygone 
donné et par x le côté homologue du 
polygone cherché. Le rapport des aires 
des deux polygones semblables étant 
égal au rapport des carrés de deux cô- 
tés homologues, on doit avoir 

Sur une droite indéfinie, portons à la suite Tune de l'autre des 
longueurs AB et BC égales à w et à n (fig. 219); sur la droite AC 
comme diamètre, décrivons un demi-cercle; au point B élevons 
sur la droite AC une perpendiculaire BD et joignons aux points 
A et G le point D, où celte perpendiculaire rencontre la circon- 
férence. On sait que, dans un triangle rectangle ADG, les carrés 
des deux côtés DA, DC de l'angle droit sont proportionnels aux 
deux segpnents adjacents AB, BG de l'hypoténuse (III, 14), 
c'est-à-dire que l'on a 





DA* AB m 


On en dédait 








et par suite 






œ DA 
â-DG' 



Ainsi la question est ramenée à la construction d'une qtialrième 
proportionnelle. Sur le côté DC, on prendra une longueur DE 
égale au côté donné a; par le point E on mènera EP parallèle à 
AC, la longueur DF sera le côté cherché x. Sur le côté x homo- 
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logue de a, on construira ensuite un polygone semblable au 
polygone donné (III, P. 6). 

Problème X. 

Construire un rectangle ayant v/n périmètre donné et équivalent 
à un carré donné. 

Soit AC (()g. 220) la moitié du périmètre donné. Sur cette 
r Fig. 220. droite comme diamètre décrivez un demi- 

cercle ; sur le rayon OP perpendiculaire à 
'^p AC, portons une longueur OE égale au 
Y côté du carré donné, et par le point E 

J menons une droite DD' parallèle à AG ; du 

^ " ^ * ^ point D où cette droite coupe la circonfé- 
rence, abaissez une perpendiculaire DB sur le diamètre AC. 
Les deux segments AB et BC seront les côtés du rectangle cher- 
ché. En effet, on voit d'abord que leur somme AC est bien égale 
à la moitié du périmètre donné; d'autre part, comme on a 

ABxBC = BD*=OE', l'aire du rectangle est égale à celle du 
carré donné. 

Remarque. La question n'est pas toujours possible» Suppo- 
sons que le demi-périmètre AC reste constant, et que l'on fasse 
mouvoir le point B de C vers A, l'aire du rectangle construit 
sur les côtés AB et BC est égale au carré de la perpendiculaire 
BD; mais celte perpendiculaire, moitié d'une corde, d*abord 
nulle, augmente d'une manière continue, à mesure que le point 
B se rapproche du centre Oj quand le point B est en 0, la per- 
pendiculaire coïncide avec le rayon OF ; le point B marchant 
ensuite de vers A, la perpendiculaire diminue d'une manière 
continue et devient de nouveau nulle. L'aire du rectanglei ou 
lè carré de BD, varie de la même manière; elle acquiert sa plus 
grande valeur ou son maximum quand le point B est en 0, 
c'est-à-dire quand les deux côtés du rectangle sont égaux entre 
eux. Ainsi, de tous le& rectangles de même périmètre, le plus grand 
est le carré. 
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Reyenons maintenant à la question proposée : de tous les 
rectangles qui ont le périmètre donné, le plus grand est le ca'rré 
construit sur OF; pour que la question soit possible, il faut donc 
que le côté OE du carré donné soit inférieur ou au plus égal à 
OF. Si le côté OE est plus petit que OF, la parallèle à AG menée 
par le point £ rencontre la circonférence en deux points D et 
D'; ces deux points donnent le même rectangle : e^r les deux 
segments AB' et B'G sont égaux respectivement aux segments 
BG et ÂB. Si le côté OE du carré donné est égal à OF, la paral- 
lèle DD' est tangente en F, et le rectangle devient un carré. 

Problème XI. 

Construire un rectangle équivalent à un carré donnée connamant 
la différence des côtés» 

Sur la différence donnée AB , comme diamètre, décrivez un 
cercle (fig. 221); au point A menez une tan- 
gente au cercle, et sur cette tangente pre- 
nez une longueur AG égale au côté du 
carré donné; par le point G et le centre du 
)b cercle menez une droite ; le rectangle qui a 
pour côtés la sécante entière GD et la partie 
extérieure GE est le rectangle demandé. En 
effet, on voit d'abord que la différence des côtés est égale au 
diamètre DE ou à AB ; d'autre part, comme on a GD X GE= CÏ* 
(III, 18), Taire du rectangle est bien égale à celle du carré 
donné. 
Le problème est toujours possible, et il n'a qu'une solution. 

Problème XII. 

Partager un trapèze ABGD en deux parties équivalentes par une 
droite EF parallèle aux cotés parallèles du trapèze (fig. 222). 

Appelons a et 6 les côtés parallèles AB, DG du trapèze, ol 
proposons-nous de déterminer la longueur de la parallèle £F 

THÉORIE. 12 
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que nous désignions par œ. Prolongeons les côtés non paral- 
lèles AD, BG du trapèze jusqu'à leur rencontre en G ; le trapèze 
Fig. 222. ^ ABFE est la différence des triangles GAB, 
GEP, et de même le trapèze EFCD est la 
différence des triangles GEP, GDC; pour 
que ces deux trapèzes soient égaux entre 
eux, il &ut que Ton ait 

GAB — GEP = GEP — GDCL 

Les trois triangles semblables GAB, GEP, GDG étant propw- , 
tionnels aux carrés des côtés homologues, on a les rapports 
égaux 

GAB_GEF_GDG_, 
a« ■" 0^ "" ^ "" ' 

la lettre k désignant la valeur de ces rapports. Si, dans la relation 
précédente, on remplace les aires des triangles j)ar ks quantités 
respectivement égales a'^Xk, a^xk^b^xk, et si ensuite on 
divine par le même nombre k, on obtient la relation 

a' — a?'=ir* — 6'; 
d'où l'on déduit 

On construira d'abord un triangle rectangle dont les côtés de 
l'angle droit sont a et 6 ; si l'on appelle c l'hypoténuse, on aura 
2ic*=c*; la longueur cherchée x est le côté d'un carré dont 
c est la diagonale. Ayant trouvé la longueur a?, on la portera sur 
AB en AH; par le point H on mènera HP parallèle à AD, et par 
le point F la droite FE parallèle à AB. 

Remarque. On ramène ordinairement la résolution des pro- 
blèmes de géométrie à la détermination d'une ou de plusieurs 
lignes inconnues au moyen d'autres lignes connues. Appelons 
a, h y c.,., les longueurs des lignes connues mesurées avec une 
môme unité, a?, y,... celles des lignes inconnues; les propriétés 
de la figure établissent entre ces longueurs certaines relations, 
d'où Ton déduira des formules indiquant les opérations numé- 
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riqoes qa'il faut effeetuer sur les nombres qui représentent lés 
lignes données , pour trouver les longueurs des lignes incon- 
nues. Mais on peut» dans un grand noaibre.de cas, remplacer 
ces opérations numériques par des opérations graphiques don- 
nant les lignes cherchées eHes-mémes. Nous examinerons suc- 
cessivement les formules les plus simples. 

1* Considérons d'abord la formule a; = — • La ligne cherchée a? 

est une quatrième proportionnelle entre les trois lignes don- 
nées a, 6, c ; on la construira par le procédé que nous avons 
indiqué au problème 3 du livre III. 

_ . abc /^. i« û6 cic 

2* Soit a? =-rr;. Si lon pose a = -7, onaa? = -rr; une qua- 

du Ot 

trième proportionnelle donnera la ligne a ; une seconde opéra- 
tion donnera l'inconnue a?. 

3* Ce procédé réussit pour toute formule de la forme 

a;= i.,V" n dans laquelle le numérateur contient un fac- 

leur de plus que le dénominateur. On posera a=-7, p = ^..., 

et on obtiendra la ligne inconnue x par une série de quatrièmes 
proportionnelles. 

4*» La formule x=/âb indique que la ligne cherchée x est 
moyenne proportionnelle entre les deux lignes données aetb 
(III, P 4.). C'est à celte formule que se ramène le problème 4 
du livre IV. 



5* Soit X = ^a' + 6*; Tinconnue x est l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle dont les côtés de l'angle droit sont les lignes 
données a et 6. 



6« Soit aî = v/a* — 6*; si l'on construit le triangle rectangle 
dont l'hypoténuse est égale à a et un côté de l'angle droit égal 
à by Faulre côté de l'angle droit sera la ligne cherchée x. Le pro- 
blème YII se ramène à l'une ou à l'autre des deux formules 
précédentes. 
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T On peut construire de cette manière toute formule de la 
forme x = y/a* +6* — c* ; on posera a*=a*-f- 6', d'où x= v^a'— b»; 
deux opérations successives donneront Tinconnue x. 




EXERCICES SUR LE LIVRE IV. 

f . Dans un trapèze , le triangle qui a pour base un des côtés non parallèles 
et pour sommet le milieu du côté opposé équivaut à la moitié de la surface du 
trapèze. 

2. Partager un triangle en parties proportionnelles aux longueurs M, N, P, 
par des droites menées d'un même sommet. 

3. Calculer la surface d'un triangle équilatéral dont le côlé est a. 

4. Calculer l'aire d'un triangle équilatéral inscrit dans un cercle de rayon a. 
Même problème pour l'hexagone et le dodécagone réguliers , le carré et l'octo- 
gone réguliers, le pentagone et le décagone réguliers. 

5. ABCD est un trapèze dans lequel l'angle A est droit, l'angle B égal à 
30 degrés , la base AB égale à a , la hauteur àC 
égale à h : calculer la surface. 

Appliquer la formule , en supposant a^3'",452 
et /i = 2" ,685 , et trouver la surface à moins d'un 
*B décimètre carré. 
Même problème, en supposant l'angle B égal à 60 degrés. 

6. ABCD est un trapèze dans lequel l'angle A est droit , et l'angle B de 
30 degrés , les deux bases parallèles AB, CD sont a et h. Calculer la surface. 

Appliquer la formule en supposant = 1"» ,545, 5=0,628, et trouver la 
surface à moins d'un cenfmiètre carré. 
Même problème, en supposant l'angle B égal à 60 degrés: 

7. Ëtant donné un cercle, tracer un second cercle concentrique au premier, 
et qui partage sa surface en deux parties équivalentes. 

8. D'un point A d'un cercle comme centre, avec un rayon égal>u rayon de 
ce cercle, on décrit un arc de cercle qui partage la surface du cercle en deux 
parties. Trouver le rapport de ces deux parties. 

^. a, hy c étant les trois côtés d'un triangle , 2p le périmètre, démontrer 
que la surface est égale à Vp(Tp^a)['P''h){;p-~c)\ calculer les trois hauteurs 
du triangle. 

10. a, h y c étant les trois côtés d'un triangle, trouver dans l'intérieur du 
triangle un point tel, qu'en le joignant aux trois sommets, on forme trois angles 
proportionnels aux nombres m, n^p. 

Appliquer en supposant « = 125", 5 = 134"*, = 148", m = 3, n = 4,i) = 5. 
Faire les calculs par logarithmes. 
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11. Étant donné un rectangle ABCD , dans lequel la hauteur AD = a, la base 
A6=2a, du point À comme centre avec a pour rayon, on décrit un arc de 
cercle DE , du point B comme centre avec le même 
rayon un arc de cercle CE , sur AB comme diamètre 
on décrit la demi-circonférence AKB, qui coupe les 
arcs précédents en G et H. 1* Calculer la surface 
EGKH comprise entre ces arcs de cercle; 2** calculer 
la surface du quadrilatère DCHG obtenu enjoignant 
ÛG, GH, HG ; 3** appliquer les deux formules trouvées^ eu supposant a=;l",282, 
et conduire les calculs de manière à obtenir le résultat à moins de 0", 001 près. 

11 Soit âB le côté d'un hexagone régulier inscrit dans un cercle, CD le côté 
d'un triangle équilatéral inscrit dans le même cercle et parallèle à AB ; démon- 
trer que la surface de la portion de cercle comprise entre ces deux lignes équi- 
vaut à la surface du secteur AOB. 

13. Soit AB le côté d'un hexagone régulier inscrit dans un cercle, CD le côté 
d'uQ triangle équilatéral inscrit dans le même cercle et parallèle à AB , on joint 
OC, OD, et on prolonge ces lignes jusqu'aux points E et F où elles rencontrent 
AB. Démontrer : 1* que le triangle EOF équivaut à la moitié de l'hexagone ré- 
galier inscrit ; 2" que la surface de la couronne circulaire comprise entre les 
circonférences de rayons OC et OE est double de la surface du cercle OC. 

14. Deux pentagones réguliers sont l'un inscrit, l'autre circonscrit à une 
même circonférence. Calculer le rayon de cette circonférence , 1* en supposant 
que la différence entre les périmètres des deux polygones est 1 décimètre; 2** en 
supposant que l'aire comprise entre les deux périmètres est l décimètre carré. 

15. £tant donné un parallélogramme ABCD, on joint un point quelconque P 
du plan aux quatre sommets; démontrer que le triangle PAC est équivalent à 
la somme ou à la différence des deux triangles PAB , PAD. 

1€. Étant donné un quadrilatère, par le milieu de chaque diagonale on mène 
une parallèle à l'autre diagonale , et l'on joint le point d'intersection des deux 
droites ainsi obtenues aux milieux des quatre côtés du quadrilatère. Démontrer 
que le quadrilatère est divisé ainsi en quatre parties équivalentes. 

17. Étant donnés deux cercles qui se coupent en deux points A et B; par le 
point A on mène une sécante quelconque qui coupe les deux circonférences en 
G et D. Démontrer que l'aire du triangle BCD^ dont deux côtés sont curvilignes, 
est proportionnelle au carré du côté rectiligne CD. 
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LIVRE CINQUIÈME. 

DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE. 

DéûnilioDS. — Droile et plan perpendiculaires. — Droites et plans pa- 
rallèles. — Angles dièdres. — Pians perpendiculaires. — Angles 
trièdres. 

BÉFunnoiia. 

P Nous avons déjà défini le plan. C'est une surface telle que, 
si l'on prend deux points quelconques sur cette surface et si on 
les joint par une ligne droite, cette droile est tout entière située 
sur la surface. 

2« On dit que deux plans sont parallèles, lorsque ces deu x 
plans ne se rencontrent pas, si loin qu*on les prolonge. 

a*» On dit qu'une droite est parallèle à un plan, lorsqu'elle ne 
rencontre pas le plan , si loin qu'on la prolonge^ dans un sens 
ou dans l'autre. 

4^" Nous avons, au commencement du livre I, défini les droites 
parallèles : deux^ droites sont parallèles lorsque, situées dans le 
même plan, elles ne se rencontrent pas, si loin qu'on les pro- 
longe, dans un sens ou dans Paulre. 

Il faut bien remarquer cette condition, que les deux droites 
doivent être situées dans le même plan : car deux droites, situées 
d'une manière quelconque dans l'espace , ne se rencontrent pas 
en général, et cependant elles ne sont pas parallèles. 

b^ On dit qu'une droite est perpendiculaire à un plan, lors- 
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qu'elle est perpendiculaire à toutes lie& droites qui passeut par 
son pied dans le plan. 

THéORÉBŒ I. 

La ligne d'intersection de deux plans est une ligne droite. 

Si Ton prend deux points quelconques A et B (fig. 223} sur 

y. 2^ la ligne d'intersection, et si on les joint 

par une ligne droite, cette droite indé- 

\ / — \~7 ^"^^ ^^' passant par deux points A et 

V-^ ^/\ ^ situés dans chacun des deux plans, 

/ ^ -/ ~^ sera contenue tout entière dans Tun et 

Taulre plan, €t par conséquent coïnci- 
dera avec la ligne d'intersection. Donc la ligne d'intersection 
des deux plans est une ligne droite. 

Théorème II. 

DetAX droites qui se coupent déterminent la position dun plan. 

Soient les deux droites AB et AC (fig. 224), qui se coupent au 
point A. Prenons un second point B sur la première droite, 
Fig. 224. et un troisième point C sur la seconde. 

Concevons un plan quelconque passant 
par les deux points A et B; ce plan 
contiendra la droite AB tout entière. 
Faisons ensuite tourner ce plan autour 
de la droite AB, jusqu'à ce qu'il passe par le point C, et fixons-le 
dans cette position; il contiendra alors la seconde droite AG tout 
entière, et l'on voit qu'il occupe dans l'espace une position bien 
déterminée. 

Corollaire I. Trois points A, B, C, non situés en ligne droite^ 
déterminent la position d'un plan : car, si l'on joint le point A à 
chacun des deux points B et G, on a deux droites AB, AG qui 
se coupent et qui déterminent la position d'un plan passant par 
les trois points. 
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Corollaire II. Deux droites parallèles AB, CD déterminent la 

position d'un plan : car, si Ton joint un point A {^g. 225) de la 

Fig. 225. première à un point C de la seconde, 

les deux droites AB, AC, qui se cou- 

1_/1 peut, déterminent la position d'un plan. 

/^ ^ Puisque la droite CD est parallèle à la 

/' droite AB, elle doit être nécessairement 

/ ^ * contenue tout entière dans ce plan. 

Remarque. On peut concevoir de plu- 
sieurs manières la génération d'un 
plan. 




Fig. 227. 




1** Supposons qu'une droite tourne 
autour du point C (fig. 226) comme au- 
tour d'un pivot, en glissant sur la 
droite AB ; elle engendrera le plan dé- 
fini par la droite AB et le point C : car, 
dans ses positions successives CD, CD', 
CD"..., la droite mobile reste toujours 
contenue dans ce plan. 

2<> Imaginons qu'une droite CD 
(fig. 227) se meuve parallèlement à elle- 
même, en glissant sur la droite AB, elle 
engendre le plan défini par les deux 
droites AB et CD : car, dans ses posi- 
tions successives CD', CD"..., la droite 
mobile, restant constamment parallèle 
à CD, est toujours contenue dans le 
plan des deux droites AB et CD. 

30 Supposons enfin qu'une droite mobile DE (fig. 228) se 
meuve d'une manière quelconque, en glissant sur deux droites 
fixes AB et AC, qui se coupent; elle restera toujours dans le plan 
défini par ces deux droites, et par conséquent elle engendrera 
ce plan. 



Fig. 228. 




DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE. 



185 



DROITE ET PLAN PKAPENDIGIXAIRES. 



Fig. 229. 



Théorème III. 

Lorsqu'une droite est perpendiculaire à deux droites qui passe^U 
par son pied dans le plan^ elle est perpendiculaire à toutes les droites 
qui passent par son pied dans le plan^ et par conséquent elle est per^- 
pendiculaire au plan. 

Supposons que la droite AP (flg. 229} soit perpendiculaire aux 
deux droites PB et PC, qui passent par son pied P dans le plan 
MN; je dis qu'elle est aussi perpendi- 
culaire à une troisième droite quel- 
conque PD passant par son pied dans 
le plan. En effet, prolongeons la droite 
AP de Tautre côté du plan, et prenons 
sur cette droite, à partir du point P, 
deux longueurs égales PA et^PA- ; tra- 
çons dans le plan MN une droite BC qui 
rencontre les trois droites PB, PC, PD 
en B, C, D, et joignons les deux points 
A et A' à chacun de ces trois points. Dans le plan BAA',la droite 
BP étant perpendiculaire sur le milieu de la droite AA',les deux 
distances BA et BA' sont égales (I, 10). De même, dans le plan 
CAA', la droite CP étant perpendiculaire sur le milieu de AA', les 
deux distances CA et CA' sont égales. Le côté BC étant commun, 
les deux triangles ABC, A'BC ont donc leurs trois côtés égaux 
chacun à chacun et sont égaux. Si Ton fait tourner le plan du 
triangle A'BC autour de la droite BC, pour l'appliquer sur le plan 
de l'autre triangle, à cause de l'égalité des triangles, le sommet 
A' tombera sur le sommet A, et la droite DA' coïncidera avec DA. 
Puisque les deux droites DA et DA' sont égales entre elles, le 
triangle ADA' est isocèle, et la droite DP, qui va du sonunet D 
au milieu P de la base AA' , est perpendiculaire sur la base 
(I, 25); donc, réciproquement, la droite AP est perpendiculaire 
àPD. 
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Ainsi, lorsqu'une droite AP est perpendiculaire à deux droites 
PB, PC^ qui passent par son pied dans le plan MN, elle est aussi 
perpendiculaire à toute autre droite PD, qui passe par son 
pied dans le plan, et par conséquent elle est perpendiculaire 
au plan^ 

Remarque. Nous ayons défini la perpendiculaire à un plan, 
une droite perpendiculaire à toutes les droites qui passent par 
son pied dans le plan. Pour s'assurer qu'une droite AP est 
effectivement perpendiculaire à un plan, il suffit de reconnaître 
qu'elle est perpendiculaire à deux droites PB, PC passant par 
son pied dans le plan : car, lorsque ces deux conditions sont 
remplies, la droite AP est aussi perpendiculaire à toutes les 
autres droites qui passent par son pied dans le plan^ et par con- 
séquent elle est perpendiculaire au plan. 

Théorème IV. 

Toutes les perpendiculaires menées à une droite AB, par un point 
P de cette droite (fig. 230), sont situées dans un même plan. 

Il faut bien concevoir d'abord que l'on peut mener par le 

point P une infinité de droites perpendiculaires à la droite AB; 

Fig. 330. car, si par la droite AB on fait passer 

un plan quelconque, on pourra dans 

ce plan mener une perpendiculaire PC 

à la droite AB; si Ton imagine ensuite 

que le plan tourne autourdela droite AB, 

la droite PC tournera elle-même autour 

du point P, en restant constamment 

perpend iculaire à AB . 

Menons par le point P, dans deux plans différents, deux droites 

PC, PD perpendiculaires à AB ; ces deux droites déterminent un 

plan MN. En vertu du théorème précédent, la droite AB, étant 

perpendiculaire à deux droites PC, PD, qui passent par son pied 

dans le plan MN, est perpendiculaire à toutes les droites qui 

passent par son pied dans ce plan. Considérons une troisième 
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perpendieutaire PE, oienée dans un plan quelconque p«sB»nt 
par la droite AB; ce plan coupera le plan MN suivant une droite ' 
qui sera aussi perpendietitaire à AB, et qui par conséquent 
coïncidera ayec PE; donc la perpendiculaire P£ est aussi située 
dans le même plan HN* 

Ainsi, le lieu des perpendiculaires menées par le point P à la 
droite AB est an plan MN perpendiculaire à la droite AB au 
poifit P. 

Théorème V. 

Par un point donné, on peut mener un 
plan perpendiculaire à une droite donnée, 
et on n'en peut mener qu'un, 

l"" Proposons-nous d'abord de mener 
un plan perpendiculaire A la droite AB 
par un point P situé sur cette droite 
(Gg. 231 j. Parle point P, dans deux plans 
différents, menons deux droites PC, PD perpendiculaires à la 
droite AB; le plan déterminé par ces deux droites sera per- 
pendiculaire à la droite AB : car la droite AB, étant perpendicu- 
laire à deux droites PC, PD passant par son pied dans le plan, est 
perpendiculaire au plan (3). 

Je dis maintenant qu'on ne peut mener par le point P qu'un 
plan perpendiculaire à la droite AB. En effet, soit MN un plan 
jouissant de cette propriété ; le plan mené par la droite AB et la 
perpendiculaire PC coupera le plan MN suivant une droite per- 
pendiculaire à AB, droite qui coïncidera par conséquent avec la 
perpendiculaire PC ; le plan MN contiendra donc la perpendicu- 
laire PC ; il contiendra de même la perpendiculaire PD ; puisque 
par les deux droites PC et PD on ne peut faire passer qu'un seul 
plan, il est évident que par le point P on ne peut mener qu'un 
seul plan perpendiculaire à la droite AB. 

2° Proposons-nous maintenant de mener par un point exté-^ 
rieur C un plan perpendiculaire à la droite AB. Du point G, dans 
le plan GAB, abaissons une perpendiculaire CP sur la droite AB, 
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et au point P élevons dans un autre plan une seconde perpendi- 
culaire PD à la droite AB: le plan déterminé par les deux per- 
pendiculaires PC et PD sera perpendiculaire à la droite AB. 

Je dis maintenant qu'on ne peut mener par le point G qu'un 
seul plan perpendiculaire à la droite AB. En effet, soit MN un plan 
jouissant de cette propriété; le plan GAB coupera le plan MN sui- 
vant une droite passant par le point G et perpendiculaire à la 
droite AB, droite qui par conséquent coïncidera avec la per- 
pendiculaire CP; le plan MN sera donc perpendiculaire à la 
droite AB au point P. Gomme il doit contenir aussi la perpen- 
diculaire PD, il' sera complètement défini par les deux droites 
PCetPD. 

Théorème VI. 

Par un point donné on peut mener une droite perpendiciUaire ù 
un plan donnée et on n^en peut mener qu^une. 

1* Proposons-nous d'abord de me- 
ner une perpendiculaire à un plan 
donné MN par un point P situé dans ce 
plan (fig. 232). Traçons par le point P, 
dans le plan MN, une droite quelconque 
BC, et par ce point menons un plan 
^ DEFG perpendiculaire à la droite BC ; 

ce plan coupera le plan MN suivant une droite DE ; dans le 
plan DEPG menons par le point P une perpendiculaire PA à 
la droite DE ; je dis que cette droite PA sera perpendiculaire 
au plan MN. En etTet, la droite BG, étant perpendiculaire au 
plan DEFG, est perpendiculaire à la droite PA contenue dans ce 
plan ; la droite PA est donc perpendiculaire aux deux droites 
DE et BC qui passent par son pied dans le plan MN, et par con- 
séquent elle est perpendiculaire à ce plan. 

On ne peut mener par le point P qu'une seule perpendicu- 
laire au plan MN; car toute perpendiculaire à ce plan, étant per- 
pendiculaire à la droite BG, est contenue dans le plan DEFG 
perpendiculaire à cette droite (4) ; comme elle est aussi perpen- 
diculaire à DE, elle coïncide avec PA. 
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â<> Proposons-nous maintenant d'abaisser d'un point exté* 
rieur A une perpendiculaire au plan MN (fig. 233). Traçons une 
droite quelconque BG dans le plan MN, 
et par le point A menons un plan ABP 
perpendiculaire à cette droite; ce plan 
coupera le plan MN suivant une droite BP; 
dans le plan ABP abaissons du point A une 
perpendiculaire AP sur la droite BP; je 
dis que cette droite AP sera perpendicu- 
laire au plan MN. En effet, prolongeons 
la droite AP, de l'autre côté du plan MN, d'une longueur PA' 
égale à AP, et joignons les points A et A' au point B et à un 
point quelconque G de la droite BG. La droite BP étant per- 
pendiculaire sur le milieu de AA', les distances BA et BA' 
sont égales. La droite BG étant perpendiculaire au plan ABA' est 
perpendiculaire aux droites BA et BA contenues dans ce plan; 
les deux triangles rectangles ABG, A'BG , ayant un c6té com- 
mun BG et le côté AB égal à A'B, sont égaux, et par consé- 
quent le côté AG est égal à A'G; il en résulte que les deux 
triangles APG, A'PG sont égaux, comme ayant les trois côtés 
égaux chacun à chacun; les deux angles adjacents APG, ATG 
étant égaux, la droite PG est perpendiculaire à A'A. Ainsi la 
droite AP est perpendiculaire à deux droites PB, PG passant par 
son pied dans le plan MN, et par conséquent elle est perpen- 
diculaire à ce plan. 

On ne peut abaisser du point A qu'une seule perpendicu- 
laire au plan MN : car, si par le point A on mène une droite 
quelconque AB, le plan déterminé par les deux droites AP et 
AB coupe le plan MN suivant une droite PB; dans ce plan, la 
droite AP étant perpendiculaire à PB, la droite AB sera oblique 
à cette même droite BP, et par conséquent oblique au plan MN. 

Remarque. Par un point P pris dans le plan MN (fig. 234), 
menons une perpendiculaire PA à ce plan, et une droite; quel- 
conque. Il est aisé de voir que cette droite est située, par rap- 
port au plan MN, du même côté que la perpendiculaire PA ou 



JBO 



UVRE V. 



de l'autre côté, airanl que l'angle qu*eUe fait avec la perpendi- 
culaire est aigu ou obtus. Considérons d^abord utc droite PB fai- 
sant avec PÀ un angle aigu APB ; le plan 
des deux droites PA, PB coupe le plan 
MN suivant une droite CD perpendicu- 
laire à PA ; Tangle APB étant aigu, la 
droite PB sera située dans Tun des an- 
gles droits APC, APD, et par conséquent 
du même côté du plan MN que la per- 
pendiculaire PA. Considérons mainte- 
nant une droite PB' feîsant avec PA un angle obtus APB'; le pro- 
longement PB de cette droite, faisant avec PA un angle aigu APB, 
supplémentaire du précédent, sera situé du même côté du 
plan MN que la perpendiculaire PA, et par conséquent la pre- 
mière partie PB' de la droite sera située de l'autre côté. 




Théorème VIL 



Siy d'un point extérieur à un plan, on mène la perpendiculaire à 
ce plan et diverses obliquas : 

V La perpendiculaire est plus courte que toute oblique; 

â"* Les obliques ègalemevU éloignées du pied de la perpendiculaire 
sont égales; 

3*" De deux obliques inégalement éloignées du pied de la perpen^ 
diculairCy celle qui s'en écarte le plus est la plus grande. 

^'«- ^^5. 10 Soit AP la perpendiculaire abais- 

sée du point A sur le plan MN (Gg. 235), 
et AB une oblique quelconque ; joignons 
les pieds P et B de ces deux droites. II 
est clair que dans le plan APB la per- 
pendiculaire AP à la droite PB est plus 
courte que l'oblique AB. 

2* Considérons deux obliques PB et PC, également éloignées 
du pied de la perpendiculaire. On suppose PB = PC. Si l'on 
fait tourner le triangle rectangle APC autour de la perpendi- 
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culaire ÂP, pour rappliquer sor son égal APB: à cause des angles 
droits APC, AM, le côté PC prendra la direction PB ; puisque 
la distance PC est égale à PB, le point G tombera en B, et la 
droite AC coïncidera avec AB. 

3° Supposons la distance PE plus grande que PC. Prenons 
sur PË une longueur PB égale à PC« Tobliq^ie AB sera égale 
à AC; mais, dans le plan APË, l'oblique A£, qui s'écarte plus du 
pied de la perpendiculaire, est plus grande que r<d>lîqtte AB. 
Donc AE est plus grande que AC. 

Corollaire I. La perpendiculaire AP, étant le plus conrt 
chemin du point A au plan MN, mesure la distance de ce point 
au plan. 

Corollaire II. Le lieu des pieds des obliques égales, menées 
d'un même point A à un plan MN, est une circonférence de 
cercle décrite du pied P de la perpendiculaire comme centre. 

Remarque. Il en résulte un moyen commode pour abaisser 
d'un point donné A une perpendiculaire sur un plan donné MN. 
Fixant l'une des extrémités d'une droite suffisamment longue au 
point A, on amènera l'autre extrémité dans le plan MN, et Ton 
marquera sur ce plan trois points B, C, D, également distants 
du point A; on déterminera ensuite le centre du cercle qui 
passe par ces trois points ; ce centre sera le pied de la perpen- 
diculaire. 

Théorème VIII. 

Le lieu des points également distants de deux points donnés ketB 
Fig. 236. ^^* ^^ P^^^ perpendiculaire élevé sur le milieu 

^ delà droite qui joint ces deux points^ 

On sait que, dans un plan quelconque 
passant par la droite AB (fig. 236), le lieu 
"b des points également distants des deux 
points A et B est la perpendiculaire PC éle- 
vée dans ce plan sur le milieu de AB (I, 10). 
Or, le lieu de ces perpendiculaires dans l'espace est le plan 
perpendiculaire à la droite AB (4). 
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Corollaire* Le lieu des points également distants de trois 
points* donnés est la droite d'intersection des plans perpendicu- 
laires élevés sur les milieux des droites qui joignent ces points 

deux à deux. 

Théorème IX. 

Sif du pied P d'tme perpendiculaire AP au plan MN (fig. 237), on 
mène urne perpendiculaire PD à une droite quelconque BC tracée 
dans ce plan^ et que l'on joigne au point D un point quelcon- 
que kdela perpendiculaire AP, la ligne AD sera perpendiculaire 
àBG. 
Prenons sur la ligne BC, à partir du point D, deux longueurs 
égales DB, DC; joignons PB et PC, 
ainsi qîie AB et AC. Dans le plan MN, 
les deux obliques PB et PC, s'écarlarit 
également du pied de la perpendicu- 
laire PD, sont égales. Dans l'espace, 
les deux obliques AB et AC, s'écartant 
également du pied de la perpendiculaire AP, sont égales. Doue 
le triangle BAC est isocèle, et la droite AD, qui \a du sommet A 
au milieu de la base BC, est perpendiculaire à la base. 

Théorème X. 

Lorsqu'une droite AB est perpendiculaire à un plan MN (fig. 238), 
toute parallèle CD à cette droite est av^si perpendiculaire au plan. 

Joignons les points B et D, où les deux parallèles percent le 
Fig. 238. plan MN ; par le point D, dans le plan 

MN, traçons une droite EP perpendicu- 
laire à BD, et joignons au point D un 
point quelconque A de la perpendicu- 
laire AB. La droite AB, étant perpendi- 
culaire au plan MN, est perpendiculaire 
à la droite BD qui passe par son pied dans 

le plan. Lés deux parallèles AB et CD sont dans un même plan; 

dans ce plan, la droite AB étant perpendiculaire à BD, la parai- 
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lèle CD est aussi perpendiculaire àcette même droite. D*an autre 
côté, d'après le théorème précédent, la droite ËF, qiii a été tracée 
perpendiculaire à BD dans le plan MN, est aussi perpendicu- 
laire à la droite DA. Ainsi la droite £F est perpendiculaire à deux 
droites DB et DA qui passent par son pied D dans le plan des 
deux parallèles; elle est donc perpendiculaire à ce plan, et par 
suite à la droite DG qui passe par son pied dans ce plan ; réci- 
proquement, la droite CD est perpendiculaire à EF. Ainsi la droite 
CD est perpendiculaire à deux droites BD et EF, qui passent par 
son pied dans le plan MN, et, par conséquent, elle est perpendi- 
culaire à ce plan. 

Théorème XL 

Réciproquement, deux droites AB, CD, perpendiculaires à un 
même plan MN, sont parallèles (Bg. 239). 

Fig. 239- Par le point D, imaginons une droite 

parallèle à AB. Puisque la droite AB est 
perpendiculaire au plan MN, la parallèle 
menée par le point D sera aussi perpendi- 
culaire à ce plan, en vertu du théorème 
précédent, et par conséquent elle coïnci- 
dera avec la perpendiculaire DC : car on 
sait que, par le point D, on ne peut élever qu'une seule perpen- 
diculaire au plan (6). 

Corollaire. Deva droites AB et CD, parallèles à une troisièine 
EF (flg. 240), sont parallèles entre elles. 

Fig. 240. Par un point quelconque F de la troi- 

sième droite, menons un plan MN per- 
pendiculaire à la droite EF; les deux 
droites AB, CD, qui sont toutes deux pa- 
rallèles à EF, seront aussi perpendicu- 
laires à ce plan (10). Ces deux droites AB, 
CD, étant perpendiculaires à un même 
plan MN, sont parallèles entre elles. 

THÉORIE. ï 3 
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Théorème XII. 



Lorsqu'une droite AB est parallèle à une droite CD située dans m 
plan MN (fig, 241), elle est parallèle au plan. 

Considérons le plan déterminé par les deux parallèles AB,CD. 

Fig. 24f . Toute droite située dans ce plan ne 

\ ' ^ peut évidemment percer le plan MN 

\ / y ^^'^^ ^^ P'^^ ^® ^^ ^^^^^ CD, inler- 

J^ y ^ section des deux plans. Puisque la ligne 

" ' ' AB rie rencontre pas sa parallèle CD, si 

loin qu'on la prolonge, elle ne rencontrera pas non plus le plan 
MN, et par conséquent elle lui sera parallèle. 

^«- 2*2- Corollaire I. Par une droite donnée 

AB, on peut mener un plan parallèle à une 
seconde droite donnée CD (fig. 242> : 




Car si, par un point A de la droite 
AB, on mène une parallèle AE à la 
droite CD , le plan déterminé par les 
deux droites AB et AE sera parallèle à la droite CD. 

Corollaire II. Par un point donné on peut mener un plan pa- 
rallèle à deux droites données : car si, par le point donné, on 
mène deux droites respectivement parallèles aux deux droites 
données, le plan de ces deux parallèles sera parallèle aux deux 
droites données. 

Théorème XIII. 

Lorsqu'une droite AB est parallèle à un plan MN (fig. 243), lovJt. 
Fig. 248. P^ûw mené par cette droite coupe le pre^ 

mier plan suivant une droite CD parallèle 
ÔAB. 



y 



Puisque la droite AB est parallèle au 
plan MN, il est évident qu'elle ne peut 
rencontrer la droite CD, qui est tout entière daiis ce plan; 
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d'ailleurs, ces deux droites sont situées dans on même plan ; 
donc elles sont parallèles. 

Corollaire I. Lorsqu'une droite AB est parallèle à un plan MN, 
une parallèle CD menée à cette droite par un point G du plan est 
contenue tout entière dans le plan : car, en vertu du théorème 
précédent, le plan déterminé par les parallèles AB, CD coupe 
le plan MN suivant une droite passant par le point C et paral- 
lèle à AB ; cette droite coïncide donc avec CD. 

Fig. 34*. Corollaire IL Lorsqu'une droite 

AB est parallèle à deux plans MN, PQ 
(fig. 244), elle est parallèle à leur in- 
tersection CD : car si, par un point C 
de rintersection des deux plans, on 
mène une droite parallèle à AB, cette 

parallèle, étant contenue à la fois dans chacun des deux plans, 

coïncidera avec la ligne d'intersection. 

Théorème XIV. 

Deux plans MN, PQ (fig. 245), perpendiculaires à une même 
Fig. 245. droite AB, sont parallèles. 

Puisqvie d'un point on ne peut mener 
qu'un seul plan perpendiculaire à la 
droite AB (5), il est impossible que les 
deux plans MN, PQ, perpendiculaires à 
cette droite, se rencontrent; donc ces 
deux plans sont parallèles. 
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Corollaire. Par xm point donné A, on peut toujours msner un 
plan parallèle à un plan donné MN. 

Si du point A on abaisse une perpendiculaire AB sur le plan 
MN, que par ce même point on mène ensuite un. plan PQ per- 
pendiculaire à la droite AB, les deux plans MN, PQ, étant per- 
pendiculaires à la droite AB, seront parallèles. 
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Théorème XV. 

Ie5 intersections dé deux plans parallèles par un troisième plan 
quelconque sont parallèles. 

Soient les deux plans parallèles MN 
elPQ(fig. 246), coupés par un troisième 
AD. Les deux droites d'intersection AB, 
CD ne peuvent se rencontrer, puisqu'elles 
sont contenues dans deux plans parallè- 
les; d'ailleurs^ elles sont situées toutes 
deux dans le troisième plan; donc elles sont parallèles. 

Théorème XVI. 

Lorsqu'une droite AB est perpendiculaire à un plan MN (fig. 247), 
elle est aussi p^pendiculaire à tout plan PQ parallèle au premier. 

Traçons par le point A une droite quelconque AG dans le plan 
PQ; le plan CAB coupera le plan MN 
'^' suivant une droite BD parallèle à AG (15). 

Puisque la droite AB est perpendiculaire 
au plan MN, elle est perpendiculaire 
à la droite BD qui passe par son pied 
dans le plan, et par conséquent elle est 
aussi perpendiculaire à la parallèle AG. 
Il en résulte que la droite AB egt per- 
pendiculaire à toutes les lignes qui passent par son pied dans 
le plan PQ; donc elle est perpendiculaire à ce plan. 

GoROLLAiRE I. Par un point donné A, on ne peut mener qu'un 
plan parallèle au plan MN. 

Du point A abaissons une perpendiculaire AB sur le plan MN ; 
en vertu du théorème précédent, tout plan PQ parallèle à MN 
£era perpendiculaire à la droite AB ; puisque du point A on ne 
peut mener qu'un seul plan perpendiculaire à la droite AB, on 
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en coDclat que par ce même point on ne peut mener qu'un 
seul plan parallèle au plan MN. 

Corollaire II. Le lieu des droites parallèles à un plan MN, et 
passant par un mime point A (fig. 248) , est un plan PQ parai- 
Ule à MN. 

11 faut remarquer, d'abord, que par un point A on peut mener 
Fig. 348. ^^^ infinité de droites parallèles au plan 

MN, car si Ton trace dans ce plan une 
droite DE dans une direction quelconque, 
la parallèle AB à cette droite sera paral- 
lèle au plan (12). 

Soit PQ le plan parallèle au plan MN et 
passant par le point A et AB une droite 
quelconque menée par ce point parallèle- 
ment au plan MN. Un plan conduit par cette droite coupera le 
plan MN suivant une droite DE parallèle à AB (13); ce même 
plan coupera le plan parallèle PQ suivant une droite parallèle à 
DE et passant par le point A; cette droite coïncidera donc avec 
AB; et par conséquent la droite AB est contenue dans le plan 
PQ. Si l'on imagine que la droite AB tourne autour du point A, 
en restant constamment parallèle au plan MN, elle décrira le 
plan parallèle PQ. 

Le plan parallèle PQ contient toutes les droites parallèles au 
plan MN et passant par le point A ; mais deux de ces droites 
AB, AG suffisent pour déterminer le plan PQ. 




Fig. 249. 



Théorème XVII. 

Lorsque deux angles BAC, EDF, dans 
V espace (fig. 249), oni leurs côtés respecti- 
vement parallèles^ et dirigés dans le même 
sens^ ils sont égaux et leurs plans sont pa- 
rallèles. 

Prenons, à partir des sommets, sur les 
côtés parallèles, des longueurs égales AB 
et DE, AG et DF, joignons AD, BE, CF. Puisque le côté DP est 
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égal et parallèle à AC, la Sgure ADFC est un parallélogramme, 
et les deux côtés opposés AD et CP sont égaux et parallèles. De 
même, puisque DE est égal et parallèle à AB, la figure ADEB 
est un parallélogramme , et les deux côtés opposés AD et BE 
sont égaux et parallèles. Les deux droites BE et CP, étant 
toutes deux égales et parallèles à la même droite AD, sont 
égales et parallèles entre elles; donc la figure BEFG est aussi 
un parallélogramme, et les deux côtés opposés BC et EP sont 
égaux. Ainsi les deux triangles BAC, EDP sont égaux , comme 
ayant leurs trois côtés égaux à chacun ; donc l'angle A est égal 
à Fangle D. 

Je dis maintenant que les plans de ces deux angles sont pa- 
rallèles. En effet, soit MN le plan de Tangle A ; les deux droites 
DE, DP, respectivement parallèles aux droites AB, AG, sont 
parallèles à ce plan, et par conséquent, d'après le corollaire 
précédent, déterminent un plan PQ parallèle à MN. 

Théorème XYTII. 

Les parallèles AB, CD, comprises entre deux plans parallèles JIN, 
PQ (6g. 250), sont égales. 

^'^- ^''- Le plan des deux parallèles AB, GD 

coupe les deux plans parallèles MN, PQ 
suivant deux droites parallèles AG, BD 
(15) ; donc la figure ABDC est un paral- 
lélogramme, et les côtés opposés AB, GD 
sont égaux. 

Corollaire. Deux plans parallèles sont partout également dis- 
UfUs : car si, de deux points queloonques de l'un des plans, on 
abaisse des perpendiculaires sur Tautre, ces droites, étant paral- 
lèles, sont égales. 

Théorème ]XJX. 

Deux droites AB, CD (fig, 251) sont coupées 'par trois plans pa- 
ralUks en parties pwportionneUes. 
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Soient A« E, B les points où la première droite perce les trois 
plans parallèles MN, PQ, RS; C, F, D les points où la seconde 
droite perce les mêmes plans. Menons la droite AD, et soit G le 

Fig. 25!. P^'^* ^^ ^^^*® droite perce le plan PQ. 

Joignons BD, EG, AC, GF. 
m / ^/T^^ / Le plan BAD coupe les deux plans pa- 

/ \ 1 rallèles PQ, RS suivant deux droites pa- 

p / ^' 6T;^7 ^ rallèles EG, BD (15); la droite EG, paral- 
/ \j lèle à la base BD du triangle ABD, divise 

a/»^ — -^ — Jp / ^ les deux autres côtés en parties propor- 
tionnelles ; ainsi le rapport de AE à EB est 
égal à celui de AG à GD. De même, le plan ADC coupe les deux 
plans parallèles MN, PQ suivant deux droites parallèles AC, GF; 
dans le triangle DAC, la droite GF, parallèle à la base AC, di- 
vise les deux autres côtés en parties proportionnelles ; ainsi le 
rapport de GF à PD est égal à celui de AG à GD. Puisque le rap- 
port de AE à EB et celui de CF à FD sont égaux au rapport 
de AG à GD, ces deux rapports sont égaux entre eux, et par 
conséquent les deux droites AB, GD sont divisées en parties 
proportionnelles. 

ANGLES DIÈDRES. 

Définitions. 

!• liinrsqiie deux plans se rencontrent, la figure que forment 
Fig. «2. ces plans, terminés à leur intersection com- 
mune AB (fig. 252), s'appelle angU dièdre. 

Les deux plans sont les faces de Tangle dièdre ; 
la droite d'intersection AB des deux plans est 
ïaréu de l'angle dièdre. 

Un livre entr'ouvert nous offre l'image d'un 
angle dièdre. 

2* Si Ton imagina que l'un des plans reste fixe, et que Tautre, 
coïncidant d'abord avec le premier, tourne autour de la droite 
AB, il engendrera dans son mouvement un angle dièdre de plus 
en plus grand. 

l'afigle dièdre eA engendré par la rotation d'un plan 
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autour d'une droite dans l'espace, comme Fangle plan 'par la 

rotation d'une droite autour d'un point dans un pian. 

3« Lorsqu'un plan ABCD (fig. 253) fait avec un plan MN deux 
angles dièdres adjacents égaux entre eux, on dit que le pre- 
mier plan est perpmdkuiaire au second, et les angles dièdres 
égaux s'appellent angles dièdres droits. 

4° Il est clair que, par une droite AB Iracée dans le plan MN 
(fig, 253), on peut toujours mener un plan perpendiculaire au 
Fig. 253. plan MN, et qu'on n'en peut mener 

qu'un. Supposons en effet que le plan 
ABCD soit d'abord appliqué sur le 
plan MN, du côté de M, et qu'on le 
fasse tourner autour de la droite AB, 
l'un des angles dièdres va en augmen- 
tant d'une manière continue, et l'au- 
tre eu diminuant; le premier, d'abord 
plus petit que' le second, finit par devenir plus grand; donc il y 
a une position AG du plan mobile et une seule pour laquelle 
les deux angles dièdres sont égaux entre eux ; alors le plan AG 
est perpendiculaire à MN. 




Fig. 254. 5" Si par un point quelconque A (fig. 254) 

de l'arête DE d'un angle dièdre on mène deux 
perpendiculaires AB, AG à cette arête dans les 
deux faces, l'angle BAC de ces deux perpendi- 
culaires est V angle plan qui correspond à l'angle 
dièdre. 

Quelle que soit la position du point A sur 
l'arête DE, les perpendiculaires AB, AG restent 
parallèles à elles-mêmes, et l'angle ne change pas (17). Ainsi, 
à chaque angle dièdre correspond un angle plan bien dé- 
terminé. 

6« Il est visible qu'à deux angles dièdres égaux correspondent 
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des angles plans égaux BAC, B'A'C (fig. 255) : car si Ton super- 
pose les angles dièdres égaux de manière que le point A' tombe 
eu A, les deux perpendiculaires A'B' et 
hfG coïncideront avec AB et AC, et 
l'angle plan A' avec A. 



A 




Fig. 25! 
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?• On voit aussi qu'à un angle diè- 
dre droit correspond un angle plan 
droit. Supposons que le plan ABF 
(fig. 256) soit perpendiculaire au 

plan MN. Par un point G de l'intersection des deux plans, 

traçons deux perpendiculaires à cette intersection , Tune 
Fig. 256. DE dans le plan MN, l'autre CF dans le 

plan perpendiculaire. Les deux angles 
plans DGF, FGE correspondent aux 
deux angles dièdres adjacents. Puisque 
ces deux angles dièdres sont égaux 
entre eux, les deux angles plans sont 
aussi égaux ; la droite GF est donc per- 
pendiculaire sur DE, et les deux angles 

plans sont droits. Ainsi à un angle dièdre droit correspond un 

angle plan droit. 

Théorème XX. 




Ni 



■^ 



Le rapport de deux angles dièdres est égal à celui de leurs 
angles plans. 

Fis- 257. Supposons que les deux an- 

gles dièdres aient une com- 
mune mesure, qui soit conte- 
nue, par exemple, cinq fois 
dans le premier, trois fois 
dans le second. 

Par un point A de l'arête 
AP (fig. 257) menons un plan 
perpendiculaire à cette arête ; ce plan coupera les faces de l'angle 
dièdre et les plans de division suivant les droites AB, AG, AH, 
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AK, AI, AG perpendiculaires à Farète AP. De môme par un 
poiat D de l'arête DQ, menons un plan perpendiculaire à cette 
arête ; ce plan coupera les faces du second angle dièdre et les 
plans de division suivant des droites DE, DL, DM, DP perpendi- 
culaires à l'arête DQ. Puisque les angles dièdres qui composent 
les deux angles dièdres proposés sont tous égaux entre eux, les 
angles plans correspondants sont aussi égaux entre eux. Mais 
l'angle BAC en contient cinq, l'angle EDP en contient trois ; donc 
le rapport des angles plans BAC, EDF est le môme que celui des 
angles dièdres proposés. 

Remarque. Puisque l'angle dièdre est proportionnel à son 
angle plan, il en résulte que l'on peut mesurer l'angle dièdre 
par l'angle plan correspondant. Si l'on adoptait pour unité 
d'angle dièdre l'angle dièdre droit, et pour unité d'angle plan 
l'angle plan droit, un angle dièdre quelconque serait exprimé 
par le même nombre que son angle plan ; cela signifie que le 
rapport d'un angle dièdre à l'angle dièdre droit est le même que 
celui de son angle plan à l'angle plan droit. 

Mais, comme on exprime ordinairement les angles plans en 
degrés, minutes, secondes, on préfère exprimer de la même 
manière les angles dièdres. 

PLANS PERPEKDICCLAIRES. 

t 

Théorème XXL 

Fig. 25«. Lorsqu'une droite AP est perpendim- 

laîre au plan MN (fig. 258), tout plan 
ABC mené par cette droite est perpendi- 
culaire au même plan. 



7?i Par le point P traçons dans le plan 
y MN une perpendiculaire PD à Tinter- 
-^ section BC des deux plans. La droite AP, 

qui est perpendiculaire au plan MN, est 
perpendimlaire aux deux droites BC, PD qui passesit par son 
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pied dans le plan. L'angle plan APD, formé par deux perpen- 
diculaires PA, PD à rinterseclion BC, mesure l'angle dièdre 
des deux plans BCA, BGN. Puisque cet angle plan est droit, 
l'angle dièdre est aussi droit; donc le plan BCA est perpendieu* 
laire au plan MN. 

Théorème XXII. 

Lorsqu'un plan ABC est perpendiculaire au plan MN (fig. 259), 
une droite AP, menée dans le premier plan perpendiculairement à 
Vintersection BC, est perpendicv^laire au second plan. 

Par le point P traçons dans le plan MN une perpendiculaire 
Fig. 259. PD à l'intersection BG. L'angle plan 

APD, formé par deux perpendiculaires à 
l'intersection, mesure l'angle dièdre des 
deux plans BCA, BCN. Puisque les deux 
'77" 7n plans sont perpendiculaires entre eux, 
/p y cet angle dièdre est droi! ; donc l'angle 
plan APD est aussi droit, et la ligne AP 



f. 259. 



est perpendiculaire à PD. Ainsi la ligne AP est perpendiculaire 
à deux droites PB , PD, qui passent par son pied dans le plan 
MN, et par conséquent elle est perpendiculaire au plan MN. 

Théorème XXIIL 

Réciproquement , lorsqu'un plan ABC est perpendiculaire au 
plan MN, si par un point quelconque A étu premier plan on mène 
une droite AP perpendiculaire au second plan, cette droite est contC' 
nue tout entière dans le premier. 

En effet,, imaginons que par le point A on mène dans le pre- 
mier plan une droite perpendiculaire à l'intersection BC des 
deux plans; cette droite, d'après le théorème précédent, sera 
perpendiculaire au plan MN, et par conséquent coïncidera avec 
la perpendiculaire AP; donc cette ligne AP est contenue tout 
entière dans le plan ABC. 
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Corollaire I. Si par les différents points d'une droite BC si- 
tuée dsms le plan MN, on élève des perpendiculaires à ce plan, 
on aura une série de droites parallèles entre elles, et qui seront 
toutes situées dans le plan mené par la droite BG perpendicu- 
lairement au plan MN. 

Corollaire II. Par une droite AB, non perpendiculaire au plan 
MN (fig. 260), on peut mener un plan perpendiculaire à ce plan ^ et 
on n'en peut mener qu'un. 

D'un point quelconque A de la droite AB abaissons une per- 
Fig. 260. pendiculaire AC sur le plan MN; nous 

voyons d'abord que le plan déterminé 
par les deux droites AB, AC est perpen- 
diculaire au plan MN (21). D'ailleurs, 
s en vertu du théorème précédent , tout 
plan perpendiculaire au plan MN et 

^^^ ^ passant par la droite AB contient la 

perpendiculaire AC abaissée du point A sur le plan MN, et par 
conséquent coïncide avec le plan BAC. 

Corollaire III. La projection d'une droite AB sur un plan MN 
est une droite. 

On appelle projection d'un point A sur un plan MN le pied C 
de la perpendiculaire AC abaissée de ce point sur le plan. Le 
lieu des projections des divers points d'une ligne est la projection 
de cette ligne. 

Les perpendiculaires AC, BD, ..., abaissées des différents 
points de la droite AB sur le plan MN, sont toutes contenues 
dans le plan BAC mené par la droite AB perpendiculairement au 
plan MN (23); le lieu de ces droites, qui sont parallèles entre 
elles, est le plan BAC, et le lieu des pieds des perpendiculaires 
est la droite d'intersection CD des plans MN et BAC ; ainsi la 
projection de la droite AB est la droite CD. 
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Si 

(fig. 
plan. 



Théorème XXIV. 

deux plans sont perpendiculaires à un troisième plan MN 
261), leur intersection AB est perpendiculaire à ce troisième 



Fig. 361. 



[>n 



Car, si d'un point A de l'inter- 
section on abaisse une perpendicu- 
laire sur le plan MN, cette perpendi- 
culaire, devant être contenue dans 
chacun des deux plans perpendicu- 
laires (23), coïncidera avec leur in- 
tersection AB. 



Théorè«e XXV. 

Si par un même point on mène deux droites respectivement per- 
*pendic%Uaires à deux plans qui se coupent^ ï angle de ces deux droites 
est égal ou supplémentaire à t angle dièdre des deux plans. 

Soient les deux plans M et N (fig. 262) qui se coupent suivant 
une droite AB. D'un point quelconque G de l'espace, abaissons 
Fig. 262. . la perpendiculaire CE sur le premier 

plan et la perpendiculaire GF sur le se- 
cond. Le plan EGP, déterminé par ces 
deux droites, coupe la ligne d'inter- 
section AB en un point D, et les deux 
^ plans M et N suivant deux droites DE et 
DF. Ge plan, passant par deux droites 
. respectivement perpendiculaires aux 
deux plans M et N, est perpendiculaire à chacun d'eux (21) , et 
par conséquent perpendiculaire à leur intersection^'AB (24) ; ré- 
ciproquement, la droite AB est perpendiculaire au plan EGF, et 
par suite aux deux droites DE, DF, qui passent par son pied 
dans le plan. Ainsi l'angle plan ËDF mesure l'angle dièdre des 
deux plans M et N. Dans le plan de cet angle EDF, on a un se- 
cond angle EGF, dont les côtés sont respectivement perpendi- 
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culaires à ceux du premier; on sait que ces deux angles sont 
égaux ou supplémentaires (I, 18). * 

Théorème XXVI. 

Lorsqu'um droite A£ est oblique au plan Mti (fig. 263), ra/ngle 
aigu BAP, qu'elle fait avec sa projection sur le plan^ est moindre 
que V angle qu'elle fait avec toute autre droite passant par son pied 
dans kpkm. 

Soit A le point où l'oblique AB perce le plan. D'un autre point 

B de cette droite abaissons une perpendiculaire BP sur le plan 

MN, et joignons AP ; la droite AP sera 

^' ' la projection de l'oblique AB sur le plan 

b/ MN. Parole point A , traçons une droite 

/n quelconque AG dans le plan MN, et pre- 

/,..----/. /j / nonsAC égale à AP. La perpendiculaire 
A\^ ^\Iyy ^^ est plus courte que l'oblique BC. Les 

/ ç / ^^^^ triangles BAC, BAP ont deux côtés 

égaux chacun à chacun, savoir : le côté 
AB commun, et le côté AG égal à AP; le troisième côté BC du 
premier triangle est plus grand que le troisième côté BP du se- 
cond ; donc l'angle BAC du premier triangle est plus grand que 
l'angle BAP du second (I, 22). Ainsi, l'angle BAP, que fait l'obli- 
que AB avec sa projection AP, est le plps petit de tous les angles 
qu'elle fait avec les différentes droites qui passent par son pied 
dans le plan. 

Cet angle ïninimum est ce qu'on appelle Fangle de la droite 
et du plan. ' 

RsMiiRQUE L II est facile de voir que l'angle BAC augmente à 
mesure que la droite AG s*éçarte de la projection AP. En effet, 
du point A comme centre, avec AP pour rayon, décrivons un 
cercle dans le plan MN, et supposons que le rayon AG, partant 
de la position AP, tourne autour du point A dans le plan ; l'angle 
PAG augmentant, la corde PC croît; l'oblique BG, s'écartant de 
plus en plus du pied de la perpendiculaire BP, augmente,' et par 
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suite l'angle BAC» Cet angle part de sa valeur minimum, l'angle 
aigu BAP;»il augmente d'une manière continue jusqu'à sa va- 
leur maximum, l'angle obtus supplémentaire BAD, que fait 
l'oblique AB avec le prolongement de AP. Dans l'intervalle, 
lorsque le rayon AG est perpendiculaire à AP , l'angle devient 
droit (9). Si le rayon AG, continuant son mouvement, dépassait 
la position AD, l'angle irait en dimmuant de Tautre cdté et re- 
passerait par les mêmes valeurs. 

Reicarque U. L'oblique AB ne fait des angles égaux qu'avec 
deux droites tracées par son pied dans le plan MN, celles qui 
sont également écartées de la projection AP de part et d'autre. 
On en conclut que, lorsqu'une droite est également inclinée sur 
trois droites passant par son pied dans le plan MN, elle est per- 
pendiculaire au plan. 

Théorème XXVII. 

Étant donnés deux plans M ef N qui s$ coupent (fig. 264); de toutes 
les droites menées par un point A dans le plan N, celle qui fait le 
plus grand angle avec sa projection sur le plan M est la droite AQ, 
perpendiculaire à la droite d'intersection GD des deux plans. 

Par le point B menons dans le plan M une droite BP perpendi- 
p. ^^^ culaire à GD ; le plan ABP est perpendi- 

culaire à la droite CD (5) , et par con- 
séquent perpendiculaire à chacun des 
plans M et N (21); il contient la perpen- 
diculaire AP abaissée du point A sur le 
^D plan M (23); et la droite BP est la pro- 
G\ ! A-'V^\^ jection de la droite AB sur ce plan. Par 
^^ ^ le point A dans le plan N traçons une 
droite quelconque AE ; la droite PE, qui 
joint le point P au point E, où la droite 
AE rencontre la droite CD, est la projection de la droite AE sur 
le plan M. Je dis que l'angle ABP est plus grand que AEP. En 
eflfet, l'oblique PE est plus grande que la perpendiculaire PB; 
prenons sur la droite PB prolongée une longueur Pf égale à PE 
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et joigDons AF; dans les triangles rectangles égaux APE, APF, 
les angles AEP, AFP sont égaux ; mais l'angle ABP, extérieur au 
triangle ABF, est égal à la somme des deux angles intérieurs 
opposés AFB, BAF; donc l'angle APB est plus graiid que AFP ou 
que AEP. Ainsi, de toutes les droites menées par le point A dans 
le plan N, celle qui fait avec le plan M, c'est-à-dire avec sa 
projection sur ce plan, le plus grand angle, est la droite AB 
perpendiculaire à la droite d'intersection CD des deux plans. Cet 
angle maximum ABP mesure l'angle dièdre des deux plans. 

Lorsque le plan M est horizontal, on évalue la pente d'une 
droite AE par l'angle AEP qu'elle fait avec ce plan ; la droite 
AB, qui fait avec le plan horizontal M l'angle maximum, est, 
dans le plan N, la ligne de plm grande pente. 

RfMARQUE I. Il est évident que deux drpites AE, AE', égale- 
ment écartées de la droite AB, font avec leurs projections PE, 
PE', des angles égaux AEP, AE'P. Concevons que le point E, 
partant du point B, s'éloigne indéfiniment, d'un côté ou de 
l'autre, sur la droite CD; l'angle AEP ira en diminuant d'une 
manière continue; la droite AE tendra vers une position limite 
GH parallèle à CD, et alors l'angfe deviendra nul. 

Remarque IL Nous avons supposé, dans ce qui précède, le 
plan N oblique au plan M; lorsque les deux plans sont perpen- 
diculaires, la droite AB est perpendiculaire au plan. M, et la pro- 
jection de cette droite se réduit au point B; dans ce cas, la 
droite AB fait un angle droit avec toutes les droites tracées par 
son pied dans le plan M ; une autre droite AE fait avec sa projec- 
tion EB un angle plus petit qu'un angle droit. 

Théorème XXVIIL 

l\a plus courte distance entre deux droites AB, CD, non situées 
dam te même plan^ est la perpendiculaire commune à ces deux 
droites. 

Par la droite AB (fig. 265) menons un plan MN parallèle à la 
droite CD (12), et par la droite CD un plan PQ parallèle à la 



Fig* 265. 
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droite AB; ces deux plans sont parallèles. Par la droite ÂB me* 
nons un plan perpendiculaire au plan MN, et par la droite CD 
un second plan perpendiculaire au même 
plan MN. Ces deux plans se coupent sui- 
vant une droite EP perpendiculaire au plan 
MN (24), et par suite au plan parallèle PQ. 
Cette droile EF est donc perpendiculaire 
à chacune des droites AB, CD; c'est la 
perpendiculaire conamune aux deux droi* 
tes données. 

Il est aisé de voir que cette perpendiculaire commune EF est 
la plus courte distance entre les deux droites AB, CD. En effet, 
joignons deux points quelconques G et H de ces droites, 
et abaissons du point H une perpendiculaire HK sur le plan MN; 
Toblique HG est plus grande que la perpendiculaire HK ou que 
son égale PE. 

ANGLES TRlàDRES. 




Définitions. 

P On appelle angle trUdre la figure formée par trois plaps 
qui se coupent en un même point 0. 

2« Les trois droites OA, OB, OC (fig, 266), 
suivant lesquelles se coupent les plans deux 
à deux, sont les arêtes de l'angle trièdre ; le 
point en est le sommet. 

Les trois angles plans AOB, BOG, COA, . 
formés par les arêtes deux à deux , sont les 
faces de l'angle trièdre, 

3* On appelle, en général, angle solide ou angle polyèdre la figure 
formée par plusieurs plans qui se coupent en un même point. 

Théorème XXIX. 

Chaque face d'un angle trièdre est moi7idre que la somme des deux 
autres. 

Il suffit évidemment de démontrer que la plus grande face 

THÉORIE. 14 
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est moindre qae la somme des deax autres. Soit AOB (fig. 267) 
la plus grande face dutrièdre; dans le plan de cette face, me- 
nons une droite OD qui fasse un angle 
àOD égal à AOG, et traçons une droite 
quelconque AB. Sur l'arête OC prenons 
une longueur OC égale à OD; joignons 
GA et CB. 

Les deux triangles AOG, AOD sont 
égaux, comme ayant un angle égal com- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun, savoir : l'angle 
AOD égal à AOG, le côté OA commun, et le côté OD égal à OC; 
donc le troisième côté AD est égal à AG. Dans le triangle ABC, 
la ligne droite AB est plus petite que la ligne brisée AG + CB; 
si Ton retranche de part et d'autre les longueurs égales AD 
et AG, on voit que la ligne BD est plus petite que BG. Les deux 
triangles BOD, BOG ont le côté OB commun et le côté OD égal 
à^OG ; le troisième côté BD du premier triangle étant plus petit 
que le troisième côléBG du second, l'angle BOD est plus petit 
que BOG (I, 22) ; si Ton ajoute de part et d'autre les angles égaux 
AOD, AOG, on en conclut que la face AOB est plus petite que la 
somme des deux autres BOG, AOG. 

f Remarque. Si l'on prolonge de l'autre côté du sommet 
(fig. 268) les trois arêtes d'un angle trièdre OABG, on formera 
un nouvel angle trièdre OA'B'G', dont les 
faces sont respectivement égales à celles 
du premier, comme angles opposés par le 
sommet, et dont les angles dièdres sont 
aussi égaux à ceux du premier pour une 
raison analogue. Ainsi l'angle plan A'OB' 
est égal à l'angle plan AOB, opposé par 
le sommet; de même l'angle B'OG' est 
égal à EOC et G'OA' à GOA. Les deux 
angles dièdres OA' et OA, formés par les mêmes plans prolon- 
gés de part et d'autre de l'arête, ayant pour mesure deux angles 
plans opposés par le sommet, sont égaux ; de même l'angle diè- 
dre OB' est égal à OB et OG' à OC. 
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Mais ces deux angles trièdres, bien qu*iis soient composés des 
mêmes éléments, ne peuvent être superposés, parce que les élé- 
ments sont disposés en ordre inverse. Concevons en effet que 
Ton fasse tourner Tangle trièdre supérieur autour du point 
comme autour d'un pivot, de manière que l'angle Â'OB' glisse 
dans le plan AOB, jusqu'à ce que i'aréte OA' vienne s'appliquer 
sur l'arête correspondante OÂ; alors Farête OB' coïncidera avec 
OB; mais, tandis que la troisième arête OB du premier angle 
trièdre est d'un côté du plan AOB, par exemple en avant, la 
troisième arête OC du second angle trièdre se placera de l'autre 
côté de ce même plan, en arrière, et les deux angles trièdres ne 
coïncideront pas. 

On a appelé angles trièdres symétriques ces deux angles triè- 
dres qui, formés des mêmes éléments disposés en ordre inverse, 
ne peuvent être superposés. 

On se rend bien compte de cette difTérônce de disposition en 
imaginant qu'un observateur soit placé dans le premier angle 
trièdre, la tête tournée vci-s le sommet 0, le dos appuyé contre 
k face AOB. Cet o})servateur verra à sa droite la face AOC, à sa 
gauche la fiice BOG. Mais, si l'on imagine le même observateur 
placé dans le second angle trièdre, la tête toujours tournée vers 
le sommet et le dos appuyé contre la face A'OB', cet obser- 
vateur verra à sa gauche la face A'OG', à sa droite la face B'OC 
Ceci met bien en évidence les deux dispositions différentes, et 
fait comprendre pourquoi les deux angles trièdres ne peuvent 
être superposés. 

Il est un cas cependant où les deux dispositions ne se distm- 
. guent pas l'une de l'autre : c'est lorsque l'angle trièdne proposé 
OABG est isoc^e, c'est-à-dire a deux de ses faces, telles que AOC, 
BOG, égales entre elles ; les deux faces AOC', B'OG', du second 
angle trièdre sont aussi égales entre elles, et, à cause de l'égalité 
de ces deux faces, la disposition est la même. 
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Théorème XXX. 

La somme des angles plans qui forment un angle polyèdre convexe 
est toujours moindre que quatre angles droits. 

On dit qu'un angle polyèdre est convexe lorsqu'il est situé tout 

entier d'un même côté par rapport au plan de chacune de ses 

faces indéfiniment prolongé. Il est clair que tout angle trièdre 

est convexe. 

Considérons l'angle polyèdre convexe penlagonal (ûg. 269). 

Imaginons par le sommet un 
plan qui laisse d'un même côté 
toutes les arêtes; il est clair 
qu'un plan MN, parallèle à ce 
plan, rencontrera toutes les 
arêtes d'un même côté du 
sommet. Ce plan MN coupera 
l'angle polyèdre suivant un 
polygone convexe ABGDE ; car, 
l'angle polyèdre étant situé tout entier d'un même côté par rap- 
port à chacune de ses faces, le polygone est situé aussi tout en- 
tier par rapport à chacun de ses côtés. 
' Nous avons cinq triangles qui ont pour sommet commun le 
point 0, et pour bases les côtés du polygone ABCDE. Prenons 
un point P dans l'intérieur de ce polygone, et joignons-le aux 
différents sommets, nous formerons cinq triangles ayant pour 
sommet commun le point P et pour bases les côtés du polygone 
ABCDE. Il est aisé de voir que la somme des angles à la base- 
des triangles disposés autour du point P est moindre que la 
somme des angles à la base des triangles disposés autour du point 
0. En effet, dans l'angle trièdre qui a pour sommet le point B, 
la face ou l'angle plan ABC est moindre que la somme des deux 
autres ABO, CBO ; de même, dans l'angle trièdre C, la face BGD 
est moindre que la somme des deux autres BCO, DCO, et ainsi 
de suite. Si l'on fait l'addition, on voit que la somme des angles 
du polygone ABCDE, c'est-à-dire la somme des angles à la base 



DROITES ET PLANS DANS L*ESPAGE. 213 

des triangles disposés autour du point P, est moindre que la 
somme des angles à la base des triangles disposés autour du 
point 0. Mais la somme de tous les angles des premiers trian- 
gles est égale à celle de tous les angles des seconds triangles, 
puisqu'il y a le môme nombre de triangles de part et d'autre, et 
que la somme des trois angles de chaque triangle vaut deux 
angles droits ; la somme des angles à la base des preiniers trian- 
gles étant plus petite que celle des angles à la base des seconds 
triangles, il en résulte que la somme des angles an sommet des 
premiei-s triangles, c'est-à-dire la somme des angles disposés 
autour du point P, est plus grande que celle des angles disposés 
autour du point ; or la somme des angles disposés autour du 
point P, dans un même plan MN, est égale à quatre angles droits ; 
donc la somme des angles plans qui forment l'angle polyèdre 
est moindre que quatre angles droits. 

Théorème XXXL 

Lorsque^ dans un angle nièdre, deux angles dièdres sont égaux^ 
les faces opposées sont égales. 

Soit Tangle trièdre OABC (fig. 270), dans lequel nous suppor 
sons l'angle dièdre OA égal à l'angle dièdre 
OB; je dis que les faces BOC, AOC, opposées à 
ces deux angles dièdres égaux , sont égales. 
Prolongeons les arêtes de l'angle trièdre pro- 
posé de l'autre côté du sommet 0, pour for- 
mer l'angle trièdre symétrique OA'B'C; puis 
imaginons que l'on retourne cet angle trièdre 
sens dessus dessous, pour appliquer la face 
B'OA' sur la face égale AOB, de manière que l'arête OB' tombe 
sur OA, l'arête OA' sur OB; l'arête OG est, par exemple, en avant 
du plan AOB; l'arête. OC, qui était primitivement en arrière 
de ce plan, vient en avant après le retournement. Puisque l'an- 
gle dièdre OB' ou OB est égal à OA, le plan B'OC coïncidera avec 
le plan AOC ; de même, l'angle dièdre OA' ou OA étant égal à 
OB, le plan A'OC coïncidera avec BOC. Les deux plans B'OC, 
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A'OG' s*appliquant sur AOG, BOC, Farète OG', inters€cti(m des 
deux premiers» se confondra avec Tarête 00, intersection des 
deux derniers ; par suite, les deux angles trièdres se super- 
posent exactement Tun sur Taulre, les deux faces B'OG\ AOC 
coïncident et sont égales ; mais la face B'OG' est égale à BOC ; on 
en conclut que les deux faces AOC, BOC de l'angle trièdre pro- 
posé sont égales entre elles. 

Remarque. Dans. le cas actuel, à cause de l'égalité des deux 
angles dièdres OA, OB, la différence de disposition disparait, et 
les deux trièdres symétriques sont égaux. 

Théorème XXXII. 

Lorsque, dans un angle trièdre, un angle dièdre est plus grand 
qu'un autre, la face opposée au premier est plus grande que* celle 
opposée au second. 

Supposons que dans Tangle trièdre OABC (fig. 271) Fangle 
dièdre OA soit plus grand que Tanglc dièdre OB; je dis que la 
face BOC', opposée au premier, est plus grande 
que la face AOC , opposée au second. Par l'arête 
OA, et dans l'intérieur de l'angle dièdre OA, 
menons un plan AOD qui fasse avec le plan 
AOB un angle dièdre égal à l'angle dièdre OB; 
ce plan coupera le plan BOC suivant une droite 
C». Le trièdre OABD ayant deux angles dièdres 
égaux, tes deux faces BOD, AOD, opposées à ces 
angles dièdres égaux, sont égales; mais, dans l'angle Irièdre 
OACD, la face AOC est moindre que la somme des deux autres 
AOD, DOC ; si Ton remplace la face AOD par son égale DOB, on 
yoitque la face AOG est moindre que GOD + DOB, c'est-à- 
dire moindre que COB*. 




* Afin de mieux faire comprendre la disposition de la figure , 
coupé r»gle trièdrd par un plan ABC. 



nous avons 
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Corollaires. Les réciproques de ces deux théorèmes sont 
vraies: 

!• Lorsque dans un angle trièdre deux faces sont égales, les deux 
angles dièdres opposés sont égaux. Car, lorsque les deux angles 
dièdres diffèrent, les deux faces diffèrent aussi ; pour que les deux 
faces soient égales, il faut nécessairement que les deux angles 
dièdres soient égaux. 

2* Lorsque dans un angle trièdre une face est plus grande qa^une 
autre^ l'angle dièdre opposé à la première face est plus grand que 
V angle dièdre opposé à la seconde ; car c'est dans ce cas seulement 
que la première face est plus grande que la seconde. 



Théorème XXXIII. 

Deux angles trièdres OABC, O'A'B'C, qui ont un angle dièdre égal 
compris entre deux faces égales chacune à chacune, sont égaux ou 
symétriques. 

Soit l'angle dièdre OA égal à l'angle dièdre O'A', la face AOB 

égale à A'O'B' et la face AOG égale à A'O'C Ces trois éléments 

Fig. 272. peuvent affecter doux 

^ ^K dispositions différentes. 

/ \ /\ Imaginons un observa- 

/ \ / / \ *^"^ placé dans l'angle 

a/J. _\b k'/.-J. \n' dièdre OA, la tête dirigée 

/\ /^^^^^''^v ^^\j^^^^^ ^^^ ^® sommet 0, et le 
j^ j^ dos appuyé à l'arête OA. 

Imaginons de même un 
observateur placé dans l'angle dièdre O'A', la lête dirigée vers 
le sommet 0' et le dos appuyé à l'arête O'A'. Si ces observateurs 
ont tous deux les faces égales AOB, A'O'B' d'un même côté, par 
exemple à leur gauche, et par suite les faces égales AOC, A'O'C à 
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leur droite (fig. 272), la disposition sera la même, et les deux 
tricdres pourront être superposés. Faisons coïncider en effet 
les deux angles dièdres égaux CKA' et OA, de manière que Tarôlc 
O'A' prenne la direction OA; 'alors la face A'O'B' tombera sur la 
face égale AOB, la face A'O'C sur AOC et les angles trièdres 
coïncideront. 

Mais si la disposition n'est ptus la même, si le premier obser- 
vateur a, par exemple, la face AOB à sa gauche, le second la 
Fig. 273. face A'O'B' à sa droite 

b\ /c, (fig. 273), la superposi- 

\ / /^ tion n'est plus possible; 

V/ Q, car, lorsqu'on a fait 

yj\ /\ coïncider les deux angles 

/ / \ // \ dièdres O'A' et OA, on 

)^l'^\ / { face A'O'B' tombe sur le 

/ j^ P'*^^ ^® 'a face AOC, et le 

' plan de la face A'O'C sur 

AOB. Mais on peut faire coïncider l'un des angles trièdres avec 
le symétrique de l'autre. Considérons en effet l'angle trièdre 
OAiBiCi symétrique du premier angle trièdre; un observateur, 
placé dans l'angle dièdre OAi la tête vers 0, le dos appuyé à 
■i'arête OAi, voit la face AiOBi à sa droite, comme dans le trièdre 
O'A'B'C; il en résulte que les deux angles trièdres O'A^B'C, 
OAiBiCi peuvent être superposés. 

Ainsi les deux angles trièdres proposés sont égaux ou symé- 
triques. Dans tous les cas, ils ont leurs six éléments égaux cha- 
cun à chacun. 

Remarque. La différence de disposition disparaît, et il y a 
toujours égalité, quand les deux faces AOB, AOC sont égales. 

Théorème XXXIV. 
Deux. angles trièdres OABC, O'A'B'C, qui ont une face égale adja- 
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cenîe à deux angles dièdres égaux chacun à chacun, sont égaux ou 
symétriques. 

Soit la face AOB égale à A'O'B', Taiigle dièdre OA égal à O'A', 
et l'angle dièdre OB égal à O'B'. 

Imaginons un observateur placé dans le premier angle trièdre, 
la tète dirigée vers le sommet 0, le dos appuyé à la face AOB et 
regardant l'arête opposée OC. Imaginons de même un observa- 
teur dans le second angle trièdre, la tête dirigée vers le sommet 
0', le dos appuyé à la foce A'O'B' et regardant Tarête opposée 
O'C. Si ces observateurs ont tous deux les arêtes OA, O'A' d'un 
même côté, par exemple à leur droite (fig. 272), la disposition 
sera la même, et les deux trièdres pourront être superposés. 
Plaçons en eïfet la face A'O'B' sur la face égale AOB, de manière 
que l'arête O'A' prenne la direction OA, l'arête O'B' la direction 
OB; les arêtes O'C, OC seront toutes deux d'un même côté du 
plan AOB; l'angle dièdre O'A' étant égal à OA, le plan A'O'C coïn- 
cidera avec AOC; l'angle dièdre O'B' étant égal à OB, le plan 
B'O'C coïncidera avec BOC; les deux plans A'O'C, B'O'C coïnci- 
dant avec AOC, BOC, l'arête O'C, intersection des deux pre- 
miers, se confondra avec l'arête OC, intersection des deux der- 
niers, et les deux ^angles trièdres coïncideront. 

Si le premier observateur avait l'arête OA à sa droite, et le 
second l'arête O'A' à sa gauche (fig. 273), la disposition serait 
différente. Le second angle trièdre serait égal, non plus au pre- 
mier angle trièdre, mais à son symétrique. 

Remarque. La différence de disposition disparaît, et il y a 
toujours égalité, quand les deux angles dièdres OA et OB sont 
égaux. 

Théorème XXXV. 

Lorsque deux angles trièdres OABG, O'A'B'C ont deux faces égales 
chacune à chacune, et que V angle dièdre compris est plus grand 
dans le premier angle trièdre que dans le second, la troisième face 
du premier est plus grande que la troisième face du second. 

Soit la face AOB égale à A'O'B', la face AOC égale à A'O'C et 



Fig. 274. 
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Tangle dièdre OA plus grand que l'angle dièdre O'A'; je dis que 
la face BOC est plus grande que B'O'C (fig. 274). 

Par raréle OA, dans l'angle dièdre OA, menons un plan AOD 
qui fasse avec le plan AOB un angle dièdre égal à l'angle dièdre 

O'A', et dans ce plan pre- 
nons la face AOD égale à 
A'O'C, les deux angles 
trièdres OABD, O'A'B'C, 
ayant un angle dièdre 
égal compris entre deui 
faces égales chacune à 
chacune, sont égaux ou 
symétriques, et par conséquent ont toutes leurs parties égales; 
la face BOD est donc égale à la face B'O'C, et la question revient 
à démontrer que la face BOC est plus grande que BOD. 

Par l'arôte OA menons le plan bissecteur AOE de l'angle 
dièdre formé par les deux plans AOG, AOD; ce plan bissecteur 
coupera la face BOC suivant une droite OË. Les deux angles triè- 
dres OADE, OACE sont symétriques, comme ayant un angle 
dièdre égal compris entre des faces égales chacune à chacune, 
et disposées en ordre inverse; savoir : les deux angles dièdres 
qui ont pour arête OA égaux entre eux, à cause du plan bissec- 
teur, la face AOE commune, et la face AOD égale à A'O'C et par 
suite à AOC ; donc la troisième face DOE égale GOE. Or, dans 
l'angle trièdre OBDE, la face BOD est moindre que la somme des 
deux autres BOE, EOD (29); en remplaçant la face EOD par son 
égale EOC, on voit que la face BOD est moindre que BOE + EOC, 
. c'est-à-dire moindre que BOC. 

Corollaire. Réciproquement, lorsque deux angles trièdres ont 
deux faces égales chacune à chacune, et que la troisième face du pre- 
mier est plus grande que la troisième fou du second, Vangle dièdre 
opposé du premier est plus grand que celui du second. 
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Théorème XXXVI. 

Detùc angles trièdres OABC, O'A'B'C, qui ont leurs trois faces égales 
chacune à chacunCy sont ègau<c ou symétriques. 

Soit la fsice AOB égale à A'O'B', la face AOG égale & A'O'C, et 
la face BOG égale à B'O'C. D'après le théorème précédent, quand 
les deux angles dièdres OA, O'A'^ compris entre deux faces 
égales chacune à chacune, diffèrent, les faces opposées diffèrent 
aussi; puisque ces deux faces sont égales, il faut nécessairement 
que les angles dièdres OA, O'A'' soient égaux; alors les deux 
angles trièdres ont un angle dièdre égal compris entre deux 
faces égales chacune à chacune : dont Ils sont égaux ou symé- 
triques (23). 

Si les trois faces sont disposées dans le même ordre, les deux 
angles trièdres sont égaux ; sinon ib sont symétriques. Dans 
tous les cas, ils ont leurs trois angles dièdreséganx chacun à 
chacun, et lesangles dièdres égaux sont opposésaux faces égales. 



EXERCICES SUR LE LIVRE V. 

1 . Etant donnés une droite MN et deux points A et B non sitnés dans un 
même plan avec la droite MN, trouver sur cette ligne un point G tel que la 
somme des distances AG et CB soit la plus petite possible. 

2. Ëtant donnes un plan MN et deux points A et B situés d'un même côté de 
ce plan, trouver dans le plan MN un point G tel, que AG + GB soit minimum. 

3. Ëtant donnés un plan MN et deux points A et B situés l'un d'un côté, 
l'autre de l'autre du plan MN , trouver dans ce plan un point G tel que la dif- 
férence des distances AG et BG soit maximum. 

4. Ëtant donnée une droite AB qui coupe en A et B les faces d'un angle 
dièdre , trouver sur cette droite AB un point tel que la somme des perpendicu- 
laires abaissées de ce point sur les deux faces de l'angle dièdre soit maximum 
ou minimum. 

5. Lieu des points également distants des deux faces d'un angle dièdre. 

6. Lieu des points également distants de deux droites qui se coupent. 
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7. Lieu des points équidistants des trois faces d'un angle trièdre. 

8. Lieu des points équidistants des trois arêtes d'un angle trièdre. 

9. Dans tout angle trièdre , les plans bissecteurs des angles dièdres se cou- 
pent suivant une même droite. 

10. Dans tout angle trièdre , les plans menés par les bissectrices des faces , 
perpendiculairement à ces faces , se coupent suivant une même droite. 

il. Dans tout angle trièdre , les plans menés par les arêtes et les bissec- 
trices des faces opposées se coupent suivant une même droite. 

12. Dans tout angle trièdre, les plans menés par les arêtes , perpendiculaire- 
ment aux faces opposées, se coupent Suivant une même droite. 

13. Couper un angle solide à quatre faces par un plan j de manière que la 
section soit un parallélogramme. 

14. Couper un angle trièdre trirectangle par un plan, de manière que la sec- 
tion soit un triangle égal à un triangle donné. 

15. Entre deux droites données, mener une droite d'une longueur donnée et 
parallèle à un plan donné. 

. 16. Ëtant données trois droites, mener une droite qui rencontre les trois 
premières et qui soit divisée aux points de rencontre en deux parties égales. 

17. Étant donnés un point 0, plusieurs droites parallèles Â, B , C, ... , et un 
plan P; les plans déterminés par le point et chacune des droites Â, B, 
C, ... , coupent le plan P suivant des droites qui passent par un' même point. 

18. Si, par le sommet .d'un angle trièdre, on mène dans le plan de chaque 
face une perpendiculaire à l'arête opposée , ces trois perpendiculaires sont dans 
un même plan. 

19. La somme des angles que fait une droite avec deux plans est égale ou 
inférieure à l'angle supplémentaire de l'angle des deux plans. 



SIXIÈME LIVRE, 

LES POLYEDRES. 

Prismes. — Mesure des prismes droits. — Mesure des prismes obliques. 
Pyramides. — Polyèdres semblables. 

PRISMES. 

Définitions. 

P L'étendue occupée par un corps s'appelle volwne. 

2o La surface du corps est la limite ou l'enveloppe de son vo- 
lume. 

3* On nomme polyèdre un corps ou solide terminé par des 
plans ou faces planes. 

La droite d'intersection de deux faces adjacentes est une arête 
du polyèdre; les faces sont des polygones plans^ 

4^ Le prisme est un solide compris sous plusieurs plans paral- 
lélogrammes et terminé de part et d'autre par doux polygones 
plans égaux et parallèles, qui sont les bases du prisme. 
Nous pouvons prendre pour l'une des bases un polygone plan 
Fîg. 275. quelconque ABCDE (fig. 275) ; par les som- 

^5JL^ mets du polygone menons des droites AA', 

BB', ce..., parallèles entre elles, et par un 
point quelconque A' de la droite AA' menons 
un plan parallèle au plan de la base infé- 
rieure ; il est aisé de voir que ce plan [coupera 
surface latérale suivant un polygone A'B'C'D'E' 
égal au polygone ABCDE. En effet, les droites 
" ^ AB, A'B', intersections des deux plans paral- 
lèles parle plan des deux parallèles AA', BB', sont parallèles; 
donc la figure ABB'A' est un parallélogramme, et les côtés 
opposés AB, A'B' sont égaux; de même la figure BCG'B' est 
un parallélogramme, et les côtés opposés BC, B'C sont égaux 
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et parallèles, et ainsi de suite. Les deux polygones ABCDE, 
A'B'C'D'E^, ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le môme 
sens , ont leurs angles égaux ; comme ils ont aussi leurs côtés 
égaux chacun à chacun et disposés dans le même ordre , ils 
coïncideront si on les superpose : donc ils sont égaux. 

Les faces latérales étant des parallélogrammes, le solideainsi 
formé est un prisme. On remarque que les arêtes latérales AA-, 
BB', ce... du prisme sont égales et parallèles. 

Ou peut conclure de ce qui précède que les sections d'un 
prisme par des plans parallèles sont des polygones égaux ; car, 
soit ABCDE Tune des sections, nous avons vu que tout plan pa- 
rallèle coupe la surface latérale suivant un polygone A'B'C'DT 
égal au premier. 

b"* On distingue les prismes par la nature de leurs bases. Le 
prisme est dit triangulaire, quadrangulaire, pentagonal, ..., 
suivant qu'il a pour base un triangle , un quadrilatère , un pen- 
tagone, etc. 

6« Quand les arêtes latérales AA', BB', .... sont perpendicu- 
laires aux plans des bases, on dit que le prisme est droit; autre- 
menl , le prisme est obliqiie. 

7° La humeur d'un prisme est la distance des deux bases pa- 
rallèles, ou la perpendiculaire abaissée d'un point de la base 
supérieure sur la base inférieure. Quand le prisme est droit, la 
hauteur est égale à la longueur des arêtes latérales. 

8« On doime le nom de parallélipipede 
au prisme qui a pour base un parallélo- 
gramme ABCD (fig. 276). 

Les droites AB et DC étant égales et 
parallèles, comme côtés opposés du pa- 
rallélogramme ABCD, de même que les 
arêtes latérales AA' 'et DD', les deux an- 
gles BAA', CDD' sont égaux et leurs plans 
sont parallèles; ainsi les deux parallélo- 
grammes ABB'A', DCC'D' sont égaux et parallèles. De même 
les deux parallélogrammes ADD'A', BCC'B' sont égaux et parai- 



Fig. 276. 
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lèles. Il résnlte de là que le paralléllpîpède est un solide com- 
pris sous six plans parallélogrammes, égaux et parallèles deux 
à deux. On peut prendre pour bases du parallélipipède deux 
faces opposées quelconques. 

Le parallélipipède a douze arêtes „qui sont quatre à quatre 
égales et parallèles. 

9* Lorsque le parallélipipède est droit et qu'il a pour base un 
Fig. 277. rectangle, les six faces (tig. 277) devienr 

nent des rectangles , et Ton donne au so- 
lide le nom AeparaUélipipède rectangle. 

10» Parmi les parallélîpipêdes rectan- 
gles, il faut remarquer le cube (fig. 278). 
C'est un parallélipipède rectangle qui a 
pour base un carré, et dont la hauteur 
est égale au côté de la base. Les six faces 
deviennent alors des carrés égaux. Ainsi 
le cube est un solide compris sous six 
carrés égaux. 

il* On a pris pour unité de volume 
les cubes construits sur les unités de 
• longueur. L'unité fondamentale de vo- 
lume est le mètre cube ; c'est un cube dont chaque arête a un 
mètre de longueur. Chacune des faces du mètre cube est un 
mètre carré. On a ensuite, d'une part, le décamètre cube^ Yhecto- 
mètre cube^ le kilomètre cube , le myriamètre cube : ce sont des 
cubes qui ont un décamètre, un hectomètre, un kilomètre, 
un myriamètre de côté; d'autre part, le décimètre cube, le 
centimètre cube^ le millimètre cube : ce sont des cubes qui ont 
un décimètre, un centimètre, un millimètre de côté. 

12* Nous avons tu qlie les unités de surface sont de cent en 
cent fois plus grandes; les unités de volums sont de mille en miUe 
fois plus grandes. Je vais démontrer, par exemple, que le mètre 
cube contient mille décimètres cubes. 

Imaginons la base ABGD (fig. 279), qui est un mètre carré, 
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décomposé en cenl décimètres carrés. Si sur chacun d'eux 
Fig. 279. nous plaçons un décimètre eube, nous for- 

merons une première couche ayant un dé- 
cimètre de hauteur; sur cette première 
couche plaçons-en une seconde, et ainsi de 
suite. Quand nous aurons disposé de la sorle 
dix couches égales les unes sur les autres, 
nous aurons rempli le mètre cube. Ainsi , 
" le mètre cube contient dix fois cent ou 
mille décimètres cubes. 

De même, le décimètre cube contient mille centimètres cubes, 
et le centimètre cube mille millimètres cubes. Pour la môme 
raison, le décamètre cube vaut mille mètres cubes, Thectomètre 
cube mille décamètres cubes, ou un million de mètres cubes, et 
ainsi de suite. 

l3o Mesurer un volume, c'est chercher combien il contient 
de mètres cubes et de fractions du mètre cube. 

Xk"* On dit que deux solides sont équivalents, lorsqu'ils ont 
même volume. 

Nous nous occuperons d'abord de la mesure des prismes 
droits, puis de celle des prismes obliques. 



Fig. 280. 



Mesure des prismes droits. 

Théorème L 

Le volume d'un parallélipipède rectangle est égal au produit de sa 
base par sa hauteur. 

Supposons que les trois arêtes AB, AJ), 
AA' (fig. 280) , ou les trois dimensions du 
paralléliplpèdc, contiennent, la première 

4 mètres, la seconde 3 mètres, la troisième 

5 mètres. La base ABGDpeut être décompo- 
sée en 4X3, c'est-à-dire en 12 mètres 
carrés. Sur chacun d'eux plaçons un mètre 

cube; nous formerons une première couche ayant un mètre de 
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hautear. Sur cette première couche nous en formerons une 
seconde , et ainsi de suite. Avec cinq couches pareilles, nous 
obtiendrons le parallélipipède proposé, qui a 5 mèlres de hau- 
teur. Mais chaque couche contient 12 mèlres cubes; donc le 
parallélipipède contient 12 x 5, ou 60 mètres cubes. Ce nom- 
bre 60, ou 4X3X5, est le produit des trois dimensions. 

Supposons maintenant que les trois dimensions soient, la pre- 
mière de 4",7, la seconde de 3",26, et la troisième de 5'?,42. 
Si l'on réduit tout en centimètres, on voit que la base contient 
470 X 326, ou 153220 cenlimètres carrés. Sur chacun d'eux on 
placera un centimètre cube pour former une couche d\m cen- 
timètre de hauteur. Le parallélipipède contient 542 couches pa- 
reilles, ce qui fait 153220 X 542 ou 83045240 centimètres cubes. 
On sait, d'ailleurs, que le centimètre cube est la millionième 
partie du mètre cube; si l'on prend le mètre cube pour unité de , 
volume, il faudra séparer six chiffres décimaux et écrire le vo- 
lume sous la forme 

83,045240 mèlrcs cubes. 

Mais on remarque que Ton obtient directement ce résultat en 
formant le produit 4,7X3,26x5,42 des trois nombres déci- 
maux qui expriment les trois dimensions du parallélipipède, 
quand on prend le mèlre pour unité de longueur. 

On peut dire encore que le volume du parallélipipède rectan- 
gle est égal au produit de sa base par sa hauteur. Car le produit 
des deux premières dimensions AB et AD donne Taire de la 
base ABGD. Mais il faut bien faire attention que l'on doit pren- 
dre pour unité de surface le carré construit sur Tunilé de lon- 
gueur, et pour unité de volume le cube construit sur l'unité de 
longueur. Dans la pratique, comme nous l'avons dit, l'unité de 
longueur est le mètre, l'unité de surface le mètre carré, l'unité 
de Tolume le mètre cube. 

Corollaire. Le volume du cube est égal au cube de son côté. 
Car, les trois dimensions étant égales entre elles, leur produit 
est le cube de l'une d'elles. 

THÉORIE. 15 
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Théorème IL 

Le volume cVun parallclipipède droit est égal au produit, de sa 
base par sa hauteur. 

Considérons le parallélipipède droit ABCDA'B'C'D' (fig. 281) 
ayant pour base un parallélogramme ABCD. Par les points A 
Fig. 28!. et B , dans le plan de la base inférieure, 

menons les perpendiculaires AP, BE au 
côlé AB, pour former le rectangle ABEP; par 
les points E et F menons des droites EE', 
FF' parallèles à une arête latérale BB'; ces 
parallèles, contenues dans le plan CDD'C, 
percent le plan de la base supérieure en E' 
et F', et Ton a dans ce plan un rectangle 
A'B'ET égal au rectangle ABEP; nous construisons de la sorte 
un parallélipipède droit ABEFA'B'E'F', ayant pour base le rec- 
tangle ABEF; c'est un parallélipipède rectangle. 

Il est aisé de voir que les deux prismes triangulaires ADFA'DT, 
BGËB'C'Ë' sont égaux. Car, si Ton place la base ADF du premier 
sur la base égale BCE du second, les arêtes latérales AA', DD^ FF', 
qui sont perpendiculaires au plan de la base, se confondront 
avec les arêtes latérales correspondantes BB', GC, EE'; et, comme 
elles ont même longueur, leurs extrémités coïncideront ; donc 
les deux prismes triangulaires coïncideront. 

Si du volume total on retranche le premier prisme triangn- 
laire, il reste le parallélipipède proposé ABCD. Si du même solide 
on retranche le second prisme triangulaire, il reste le paralléli- 
pipède rectangle ABEF. On en conclut que ces deux parallélipi- 
pèdes sont équivalents. Mais le volume du parallélipipède rec- 
tangle a pour mesure sa base ABEF multipliée par sa hauteur 
AA' ; donc le parallélipipède proposé, qui lui est équivalent, a 
aussi pour mesure sa base ABGD, qui est équivalente au rec- 
tangle ABEF, multipliée par sa hauteur AA'. 
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Théorâme m. 

Le volume d'un prisme droit triangulaire est égal au produit de 
sa base par sa hauteur. 

Soit le prisme triangulaire droit ABCA'B'C (fig. 282); parles 
Fig. 282. points A et G, dans le plan de la base infé- 
rieure, menons des parallèles AD et CD aux 
côtés BC ei AB, pour former le parallélo- 
gramme ABGD. Par le point D menons une 
parallèle DD' à une arête latérale AA'; celle 
parallèle percera le plan de la base supé- 
rieure en D', et Ton aura dans ce plan un 
parallélogramme A'B'C'D' égal au parallélo- 
gramme ABGD. Nous construisons ainsi un parallélipipède 
droit ABGDA'B'G'D'. 

Il est aisé de voir que les deux prismes triangulaires, qui com- 
posent ce parallélipipède droit, sont égaux entre eux. Gar, si 
Ton amène la base GDA du second sur la base ABG du premier, 
en faisant tourner le prisme de manière que le point D vienne 
en B, le point A en G et le point G en A, les arêtes latérales, qui 
sont perpendiculaires au plan de la base, se confondront, et par 
conséquent les deux prismes coïncideront. 

Puisque les deux prismes triangulaires sont égaux , chacun 
d'eux est la moitié du parallélipipède; mais le parallélipipède 
a pour mesure sa base ABGD multipliée par sa. hauteur AA'; 
donc le prisme triangulaire a pour mesure le triangle ABG, 
qui est la moitié du parallélogramme ABGD, multiplié par sa 
hauteur. 

Théorème IV. 

Le volume dun prisme droit quelconque est égal au produit de sa 
base par sa hauteur. 

GoDsidéroDS un prisme droit ayant pour base un polygone 
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quelconque ABCDE (fîg. 283). Si par Tarêle EE' et chacune 
des arêtes opposées BB', CC on mène un 
plan diagonal, on décomposera le prisme 
proposé en plusieurs prismes triangulaires. 
Chacun d'eux a pour mesure le triangle 
qui lui sert de base multiplié par sa hau- 
teur ; le prisme polygonal proposé, qui est 
la somme des prismes triangulaires, aura 
donc pour mesure la somme des triangles, 
c'est-à-dire le polygone ABCDE, multiplié 

par la hauteur commune ÂA'. 




Mesure des prismes obliques. 



Théorème V. 

Tout prisme oblique est équimîent au prisme droit qui a pour 
base la section droite du prisme, oblique et pour hauteur rareté 
latérale. 

On appelle section droite d'un prisme oblique la section dé- 
terminée par un plan perpendiculaire aux arêtes latérales. 
Soit un prisme oblique ABGDEA'B'C'D'E' (fîg. 284). Parle 
sommet A de la base supérieure menons un 
plan perpendiculaire à Tarête latérale AA'; 
ce plan coupera la surface latérale du prisme 
oblique suivant un polygone AP6HI. Par le 
sommet A' de la base inférieure menons de 
même un plan perpendiculaire à AA'; ce 
plan coupera la surface latérale prolongée 
suivant un polygone ATG'HT égal au pré- 
cédent, et l'on formera ainsi un prisme 
droit AFGHIATG'HT, ayant pour hauteur 
l'arête latérale AA' du prisme oblique. 

Je dis que ce prisme oblique est équivalent au prisme droit. 
En effet, il est aisé de voir que le solide compris entre les deux 
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plans ÂFGHI^ ÂBGDE, et le solide compris entre les deux plans 
A'P'G'HT, A'B'e'DTE', sont égaux ; car, si l'on amène le polygone 
AFGHI sur le polygone égal AT'G'H'I, les arêtes PB, GG..., étant 
perpendiculaires au plan du polygone, se confondront avec les 
arélesP'B', G'G'..., qui sont aussi perpendiculaires à ce plan; 
comme ces arêtes ont des longueurs égales, les points B, G, D, Ë 
viendront en B', G', D, E', et les deux solides coïncideronf. Si 
maintenant du solide total on retranche la partie supérieure, il 
reste le prisme droit ; si Ton retranche au contraire la partie in- 
férieure, il reste le prisme oblique. Geci montre bien que le 
prisme droit est équivalent au prisme oblique. 

On en conclut que le volume d'un prisme oblique a pour me- 
sure l'aire de sa section droite multipliée par son arête la- 
térale. 

Théorème VI. 



Fig. 385. 



Le volume d^un paraUélipipède oblique est égal au produit de sa 
base par sa hauteur. 

Soit le paraUélipipède oblique ABGDA'B'G'D' (fig. 285). Gou- 

pons ce paraUélipi- 
pède par un plan 
EPGH perpendicu- 
laire à l'arête AB; si 
l'on considère le pa- 
rallélipipèdecomme 
un prisme oblique 
ayant pour arêtes 
latérales AB, DG, 
A'B', D'G', le paral- 
^ ^ ^ lélogramme EFGH 

sera la section droite de ce prisme oblique, et, d'après le 
théorème précédent, le volume du prisme aura pour mesure 
l'aire de la section droite EFGH multipliée par l'arête laté- 
rale AB. Du point H abaissons une perpendiculaire HL sur la 
droite EP; l'aire du parallélogramme EPGH a pour mesure le 
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produit de sa base EP par sa hauteur HL, de sorte que le volume 
du parallélipipède a pour expression 

EFxHLxAB ou ABxEFxHL. 

Considérons actuellement le parallélipipède comme ayant 
pour base la face inférieure ABCD, et pour hauteur la perpendi- 
culaire abaissée d'un point de la base supérieure sur la base infé- 
rieure. L'aire du parallélogramme ÂBCD est égale au produit de 
sa base AB par sa hauteur EF. D'un autre côlé, le plan EG, 
étant perpendiculaire à la droite AB, est perpendiculaire au 
plan ABCD ; la droite HL, menée dans ce plan perpendiculaire- 
ment à l'intersection EF, est perpendiculaire au plan ABCD 
(V, 22); celte perpendiculaire HL est donc la hauteur du 
parallélipipède. On voit par là que le volume du parallélipipède 
a pour mesure Taire de ea base ABCD multipliée par sa hau- 
teur HL. 

Théorème VIL 

Le volume d^un prisme triangulaire oblique est égal au produit de 
sa base par sa hauteur. 

Soit le prisme triangulaire oblique ABGA'B'C (fig. 286). Par 
Fig 286. les points A et G, dans le plan de la base in- 

férieure, menons les parallèles AD et CD aux 
côtés BC et AB pour former le parallélo- 
gramme ABCD. Par le point D menons une 
parallèle DD' à une arête latérale AA'; cette 
parallèle percera le plan de la base supérieure 
en D' et l'on aura dans ce plan un parallélo- 
gramme A'B'C'D' égal au parallélogramme 
ABCD. Nous construisons ainsi un parallélipi- 
pède oblique ABCD A'B'C'D- 
Nous allons démontrer que les deux prismes triangulaires 
obliques, qui composent ce parallélipipède, sont équivalents. S 
par les points A et A' on mène des plans perpendiculaires à 
l'arête AA', on formera un parallélipipède droit AEFGA'E'F'G'; 
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on sait que ks deux prismes triangulaires droits, qui composent 
ce parallélipipède droit, sont égaux entre eux (3) ; on sait aussi, 
en vertu du théorème Y, que chacun des prismes triangulaires 
obliques est équivalent au prisme triangulaire droit correspon- 
dant; on en conclut que les deux prismes triangulaires obliques 
sont équivalents* 

Il en résulte que le volume du prisme triangulaire oblique 
proposé est la moitié de celui du parallélipipède oblique; le pa« 
rallélipipède ayant pour mesure le produit de sa base ABCD par 
sa hauteur, le prisme triangulaire aura pour mesure le triangle 
ABC, qui est la moitié du parallélogramme ABCD, multiplié par 
sa hauteur. 

Remarque. Nous avons vu, dans la démonstration du théo- 
rème III, que les deux prismes triangulaires qui forment un 
parallélipipède droit sont égaux. Il n'en est pas de même des 
deux: prismes triangulaires qui forment un parallélipipède 
oblique; il est impossible de les faire coïncider; nous verrons 
plus tard qu'ils sont symétriques. 

Théorème VIII. 

te volume (Tun prisme ohliqm quelconque est égal au produit de 
sa base par sa hauteur. 

Considérons un prisme ayant pour base un polygone quelcon- 
Fig. 287. que ABCDE (fig. 287). Si, par l'arête EE' et 

chacune des arêtes opposées, on mène un 
plan diagonal , on décomposera le prisme 
proposé en plusieurs prismes triangulaires. 
Chacun d'eux a pour mesure le triangle qui 
lui sert de base multiplié par sa hauteur; 
le prisme polygonal proposé aura donc pour 
mesure la somme des triangles, c'est-à-dire 
le polygone ABCDE, multipliée par sa hauteur. 

Remarque. Il résulte du théorème précédent qu'un prisme 
oblique «st équivalent au prisme droit qui a même base et même 
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hauteur. Mais il est bon de se rendre compte directement de 
ceUe propriété importante. Considérons un prisme oblique quel- 
conque ABCDA'B'C'D' 
(fig. 288); divisons sa 
hauteur en parties 
égales, et par les 
points de division 
menons des plans pa- 
rallèles à la base ; ces 
plans couperont le 
prisme suivant des polygones égaux entre eux et égaux au poly- 
gone de base. Des sommets du second polygone EFGH abais- 
sons des perpendiculaires EK, FL, GM, HN sur le plan de la 
base, nous formerons un premier prisme droit ayant pour 
base supérieure le polygone EFGH, et pour base inférieure 
KLMN. Des sommets du troisième polygone abaissons de ipème 
des perpendiculaires sur le plan du second polygone, pour for- 
mer un second prisme droit égal au premier, et ainsi de suite. 
Si Ton fait glisser les prismes droits les uns sur les autres, de 
manière à faire coïncider la base inférieure du second avec la 
base supérieure du premier, et ainsi de suite, on formera un 
prisme droit ABCDA'B'G'D', ayant même base et même hauteur 
que le prisme oblique, et qui restera le même, quel que soit 
le nombre des divisions. 

Concevons maintenant la hauteur divisée en un très-grand 
nombre de parties égales, la somme des petits prismes droits 
ne différera pas sensiblenient du prisme oblique, et Ton pourra 
regarder le prisme oblique comme la limite de la somme des 
petits prismes droits. Ceci fait bien voir pourquoi le prisme 
oblique est équivalent au prisme droit qui a même base et 
même hauteur. 



Applications numériques. 

!« Trouver la capacité d'un bassin rectangulaire ayant 10" ,8 de longueur, 
6", 7 de largeur, et 1", 6 de profondeur. 
En faisant le produit des trois dimensions du parallélipipède rectangle, on 
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trouve 115,776 mètres cubes pour le volume cherché. Ainsi le bassin contient 
115 776 litres d*eau. 

2* Quel est le volume d*air contenu dans une chambre ayant 8* ,7 de lon- 
gueur, 7" ,3 de largeur, et 2"', 8 de hauteur? 

La surface du plancher est de 8 ,7 X 7 .3 = 63 ,51 mètres carrés. En multi- 
pliant par la hauteur 2,8, on obtient le volume 177,828 mètres cubes. 

3*" Trouver le poids d'une pierre de taille en granit ayant 2", 35 de longueur, 
1",27 de largeur, et 0",86 d'épaisseur. 

Le volume de k pierre est de 2 ,35 X 1 ,27 x 0,86 = 2 ,5i66670 mètres cubes. 

Le poids spécifique du granit est à peu près 2,70; un mètre cube d'eau pe- 
sant 1000 kilogrammes, un mètre cube de granit pèse 2700 kilogrammes. EÏ 
multipliant 2700 par le volume de la pierre, on obtient son poids 6930 kilo- 
grammes. 

4** On veut creuser une fosse carrée ayant 3*, 5 de côté. Quelle profondeur 
faut-il lui donner pour que sa capacité soit de 100 mètres cubes? 

L'aire de la base est 12,25 mètres carrés. En divisant le volume 100 par Taire 
de la base 12 ,25, on obtient la profondeur cherchée 8*, 16. 

ô* Une colonne hexagonale régulière a 1">,56 de périmètre et 8"*, 40 de hau- 
teur. Quel est son volume? 

0/3 

Si l'on désigne par a le côté d'un hexagone régulier, l'apothème est — ; 

Taire, qui apour mesure le périmètre multiplié parla moitié de Tapothème, est 

a )/^ Sa' v^ 

6a X -T-, ou ^^-Y^' Le côté de Théxagone étant de 0,26, le volume du pnsme 

a pour mesure 5-^i5^^?i^^!^^^^^= 3 X 0,26' X •3X4,20. En calculant 
par logarithmes, on trouve l"-*,475. 

6» On veut élever une digue ayant 1254 mètres de longueur, S mètres de 
hauteur , 12 mètres de largeur à la basé , 2 au sommet. Quelle est la quantité 
de matériaux nécessaire pour la construction de cette digue? 

Si la digue est terminée à ses deux extrémités par des murs verticaux, on 
pourra Tassimiler à un prisme droit, ayant pour hauteur la longueur de la digue 
et pour base la section transversale de la digue, c'est-à-dire un trapèze dont la 
hauteur a 5 mètres^et les côtés parallèles, Tun 12 mètres, Tautre 2 mètres. L'aire 

de ce trapèze étant égale à ^ili|l^= 35 mètres carrés, le volume du prfsme 
est 35 X 1254=43890 mètres cubes. 

PYRAMIDES. 

Définitions. 

1* La pyramide est un solide compris sous plusieurs plans 
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triangulaires partant d'un même points et terminé par un 
polygone plan. 

Si Ton joint un même point S (fig. 289) de 

l'espace aux différents sommets d'un poly^ 

gone plan ÂBCDE, on obtient une pyramide. 

Le point S est le sommet de la pyramide. Le 

polygone ABCDE en est la base. 

Les faces latérales sont des triangles. 

2® On nomme hauteur de la pyramide la 
perpendiculaire abaissée du sommet sur la base. 

3*» On distingue les pyramides, comme les prismes, par la 
Fig. 290. nature de leur base. La pyramide est dite 

triangulaire, quadrangulaire, pentagonale..., 
suivant qu'elle a pour base un triangle, un 
quadrilatère, un pentagone, etc. 





4» La pyramide triangulaire (fig. 290) 
porte aussi le nom de tétraèdre. On voit que 
le tétraèdre est le solide compris sous quatre 
triangles. C'est le polyèdre le plus simple, 
car il £aut au moins quatre plans pour comprendre un volume. 



Théorème IX. 

La section d'une pyramide par un plan paral- 
lèle à la base est un polygone semblable à labasei 

Soit la pyramide SABCDE (fig. 291)\ que 
-Ton coupe par un plan parallèle à la base. 
Les droites AB et A'B', intersections de deux 
plans parallèles par la face ASB, scmt paral- 
lèles, de même BC et B'C, etc. Les angles des 
deux polygones, ayant ainsi leurs côtés res- 
pectivement parallèles et dirigés dans le même sens, sont égaux 
chacun à chacun; l'angle A' est égal à l'angle A, l'angle B' à 
l'angle B, etc. Les droites AB, A'B' étant parallèles, les triangles 
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SAB, SA'B' sont semblables (III, 5), et le rapport des côtés AB, 
A'B' est égal k celui des côtés SB, SB'. De môme les triangles 
SBC, SBV sont semblables, et le rapport des côtés BG, VG est 
égal à celui des côtés SB, SB'. On en conclut que le rapport 
des côtés AB, A'B' est égal à celui des côtés BG, B'G*, et ainsi 
de suite. Ainsi, les deux polygones ont les angles égaux chacun 
à chacun et les côtés homologues proportionnels; donc ils sont 
semblables. 

Remarque. Soit SH la perpendiculaire abaissée du sommet 
sur la base de la pyramide, H' le point où elle perce le plan 
parallèle. Les triangles semblables SAH, SA'H' montrent que le 
rapport des hauteurs SH et SH' est le même que celui des arêtes 
SA, SA', ou que celui de deux côtés homologues AB, A'B' des 
deux polygones. 

Théorème X. 



Deux pyramidesy qui ont des bases équivalentes et même hauteur^ 
sont équivalentes. 

Supposons que les deux bases équivalentes ABC, A'B'C 
(fîg. 2^2) reposent sur un même plan ; puisque les hauteufB 
Fig. 292. soïït égales, les som- 

mets S et S' seront 
situés dans un même 
plan parallèle aux ba- 
ses. 

Je vais démontrer 
d'abord qu'un plm 
quelconque parallèle 
au plan des bases dé- 
termine dans les deux 
pyramides des sections équivalentes, telles que DEP, D'E'P'. En 
effet, les aires des polygones semblahles BSEP, ABC sont pro- 
portionnelles aux carrés des côtés homologues DE et AB, ou aux 
carrés des perpendiculaires abaissées du sommet S sur les frians 
DEF, ABC. De même, les aires des polygones semblables DUrf, 




236 LIVRE VI. 

A'BC sont proportionnelles aux carrés des cAtés homologues 
D'E' el A'B', ou aux carrés des hauteurs. Il en résulte que le 
rapport des aires des polygones DEF et ABC est le même que 
celui des polygones D'ET et A'B'C; puisque les deux polygones 
ABC, A'B'C sont équivalents, les deux polygones DEP, D'E'F 
. seront aussi équivalents. 

Gela posé, divisons la hauteur commune en un certain nom- 
bre de parties égales , et par les points de division menons des 
plans parallèles au plan des bases; chacun de ces plans, comme 
nous l'avons vu , déterminera dans les deux pyramides des sec- 
tions équivalentes. Par les points E et F menons des parallèles 
EG, PH à rareté SA, et joignons GH; par les points E' et F 
menons de même des parallèles E'G', FH' à Taréte S'A', et joi- 
gnons G'H'. Les deux prismes DEFAGH, D'E'F'A'G'fl', ayant des 
bases équivalentes DEP, D'E'F', et des hauteurs égales, sont 
équivalents. 

Sur les deux triangles équivalents KLM , K'L'M', construisons 
de même deux prismes, ayant leurs arêtes latérales parallèles 
à SA et à S'A'; ces deux prismes seront équivalents, et ainsi de 
suite. Les prismes étant équivalents deux à deux, la somme des 
prismes construits dans la première pyramide est équivalente à 
la somme des prismes construits dans la seconde pyramide. 

Si Ton divise la hauteur commune en un très-grand "nombre 
de parties très-petites, on. voit que le volume de chaque pyra- 
mide diffère très-peu de la somme des prismes construits dans 
cette pyramide, et Ton peut regarder le volume de la pyramide 
comme la limite de la somme des prismes. Puisque les deux ' 
sommes de prismes sont équivalentes, si grand que soit le nom- 
bre des divisions, on en conclut que les deux pyramides sont 
équivalentes. 

Théorème XL 

Une pyramide triangulaire est le tiers du prisme qui a même base 
et même hauteur. 

Soit la pyramide triangulaire SABC (fig. 293). Par les deux 
points A et G menons des droites AE et CD parallèles et égales à 
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BS , pour former un prisme triangulaire ayant même base et 
Fig. 393. même hauteur que la pyramide. Je dis que 
^ la pyramide est le licrs du prisme. En effet, la 
pyramide SABC fait partie du prisme; si on 
Tenlève, il rcslc une pyramide ayant pour 
sommet le point S» et pour base le parallélo- 
gramme ACDE. Par les trois points C, S, E 
faisons passer un plan ; ce plan coupera la 
pyramide quadrangulaire en deux pyramides 
triangulaires SCDE, SCAE, qui ont pour bases 
les deux triangles égaux CDE, CAE, et môme hauteur, la perpen- 
diculaire abaissée du sommet commun S sur le plan des bases; 
en verlu du théorème précédent, ces deux pyramides sont équi- 
valentes. Mais la pyramide SCDE peut être considérée comme 
ayant pour sommet le point G, et pour base le triangle SDE; 
elle est équivalente à la pyramide proposée SABC, comme ayant 
sa base SDE égale à ABC, et môme hauteur, la distance des 
deux bases parallèles du prisme. 

Ainsi le prisme triîfngulaire a été décomposé en trois pyra- 
mides équivalentes ; donc la pyramide SABC est le tiers du prisme 
qui a même base et même hauteur. Le volume du prisme ayant 
pour mesure le produit de sa base par sa hauteur, on en conclut 
que le volume delà pyramide a pour mesure le tiers du produit 
de sa base par sa hauteur. 



Théorème XII. 

Le volume cCune pyramide quelconque est 
égal au produit de sa base par le tiers de sa 
hauteur. 

Par des plans SEB, SEC (fig. 294), nous dé- 
composerons la pyramide proposée en plu- 
sieurs pyramides triangulaires. Chacune 
^ d'elles ayant pour mesure sa base multipliée 
par le tiers de sa hauteur, la pyramide totale 
a pour mesure la somme des bases triangulaires, c'est-à-dire 
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le polygone ABGDK, nraltipliée par le tiers de la hauteur 
eommune. 

Remarque. Un polyèdre quelconque peut toujours être décom- 
posé en pyramides par des plans diagonaux menés d'un som- 
met aux sommets non adjacents. En calculant le volume de cha- 
que pyramide, et faisant la somme, on obtiendra le volume du 
polyèdre. 

Théorème XIII. 

Un tronc de pyramide à bases parallèles est équivalent à la somme 
de trois pyramides ayant pour hauteur commune la hauteur du 
tronc , et pour bases , la première la base inférieure , la seconde la 
base supérieurfiy la troisième une moyenne proportionnelle entre les 
deux bases. 

Si Ton coupe une pyramide par un plan parallèle à la base, et 
que l'on enlève la pyramide supérieure, on forme un solide que 
l'on appelle tronc de pyramide à bases parallèles. Il est clair que 
les deux bases parallèles sont des polygones semblables. La 
hauteur du tronc est la distance des deux bases parallèles. 

1° Considérons d'abord un tronc de pyra- 
mide triangulaire ABCDEF (fig. 295). En cou- 
pant le solide par le plan EAG, nous en déta- 
chons d'abord la pyramide triangulaire EABC, 
qui a pour sommet le point E, et pour base le 
triangle ABC; la hauteur de cette pyramide 
est celle du tronc, et sa base la base infé- 
rieure ABC. 

Il reste la pyramide quadrangulaire EACFD , qui a pour som- 
met le point E , et pour base le quadrilatère ACFD. Divisons-la 
par le plan ECD en deux pyramides triangulaires ECAD , EGFD. 
Cette dernière peut être considérée comme ayant pour sommet 
le poinIrC et pour base DEF; sa hauteur est celle du tronc, et 
sa base la base supérieure DEF. 

Examinons maintenant la troisième pyramide ECAD, qui a son 
sommet en E et sa base en CAD. Menons par le point E une 
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droite EG parallèle à DA, et par conséquent parallèle an plan 
CAD. Si Ton fait glisser le sommet S sur la ligne £G jusqu'au 
point 6, la base et la hauteur restant les mêmes, le volume ne 
change pas. On peut donc remplacer la pyramide ECAD par la 
pyramide équivalente GCAD. Mais celle-ci peut être considérée 
comme ayant pour sommet le point D, et pour base le triangle 
AGC; sa hauteur est celle du tronc, et sa base le triangle AGG. 
Je vais démontrer que Taire de ce triangle est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux bases ABC , DEP du tronc de pyramide. 
Par le point G menons GH parallèle à BC , et par conséquent 
parallèle à EF; la figure DAGE, ayant ses côtés opposés paral- 
lèles, est un parallélogramme, et le côlé AG est égal à DE; les 
deux triangles AGH, DEF, ayant un cAlé égal adjacent à deux 
angles égaux, sont égaux. Comparons les deux triangles ABC, 
AGC; ces deux triangles ont môme hauteur, la perpendiculaire 
abaissée du sommet commun C sur AB; donc leurs aires sont 
proportionnelles à leurs bases AB, AG, et Ton a les deux rap- 
ports égaux 

ABC _ AB 

AGC^AG* 

De même les deux triangles AGC, AGH ont même hauteur, la 
perpendiculaire abaissée du sommet commun G sur AC; donc 
leurs aires sont proportionnelles à leurs bases AC, AH , et Ton a 

AGC_AG 
AGH"" AH' 

et, en remplaçant le triangle AGH par son égal DEF, 

AGC_AC 
DEF~AH' 

Mais y à cause des parallèles BC et GH, le rapport de AB à AG 
est égal à celui de AC à AH; on eu conclut l'égalité des deux 

rapports 

ABC _ AGG 
AGG~"DEF' 

ce qui montre que Taire du triangle AGG est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux bases ABC, DEF du tronc de pyramide. 



240 LIVRE VI. 

Ainsi le tronc de pyramide est équivalent à la somme de trois 
pyramides , ayant pour hauteur commune la hauteur du tronc, 
et pour bases, la première la base inférieure ABC^ la seconde la 
base supérieure DEF, la troisième une moyenne proportionnelle 
entre les deux bases. 

2°Le même théorème a lieu pour un tronc de pyramide po- 
lygonale. 
Étant donnée une pyramide quelconque SABCDE (fig. 296) , 
^»«- ^^' concevons une pyramide 

triangulaire TFGH, ayant 
pour base un triangle FGH 
équivalent au polygone 
ABCDE et même hauteur ; 
celte pyramide triangu- 
laire sera équivalente à la 
pyramide proposée (10). Si 
Ton suppose les deux ha- 
ses placées sur le môme 
plan, et si l'on coupe les deux pyramides par un même plan 
parallèle au plan des bases, ce plan déterminera dans les deux 
pyramides des sections équivalentes A'B'C'D'E', F'G'H' (10). Les 
deux pyramides supérieures , ayant même hauteur et des bases 
équivalentes, sont équivalentes; si on les enlève, il restera deux 
troncs de pyramide équivalents. Mais le tronc de pyramide 
triangulaire est équivalent à la somme de trois pyramides ayant 
pour hauteur commune la hauteur du tronc et pour bases, la 
première la base inférieure, la seconde la base supérieure, la 
troisième une moyenne proportionnelle entre les deux bases. Il 
en est de même du tronc de pyramide polygonale. 

Corollaire. Si Ton représente par B Taire de la base infé- 
rieure, par b celle de la base supérieure, et par H la hauteur, 
le volume du tronc de pyramide aura pour expression 




V=(B+6-fv/B6)x 



H 
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Théorème XIV. 



Kg. 2»7. 







: \.- -a. -^ 




Un tronc de prisme triangulaire est équivalent à la somme de trois 
pyramides ayant pour base commune la base inférieure du tronc ^ 
et pour sommets chacun des sommets de la base supérieure. 

SiFon coupe un prisme triangujaire parun plan DEP, non paial* 
lèle àla base ABC (fig. 297) , on forme un tronc* 
de prisme dont il s*agit d'évaluer le volume. 
En coupant le solide par le plan EAG, nous 
en détachons une première pyramide EABC, 
qui a pour base le triangle ABC, base inré- 
rieure du tronc de prisme, et pour sommet 
le point E. Il reste une pyramide quadrao- 
gulaire ayant pour .sommet le point E, et 
pour base le quadrilatère ADFG; le plan DEC 
la divise en deux pyramides triangulaires 
EADG, EDCF; faisons glisser le sommet com- 
mun E sur la ligne £B parallèle au plan 
des bases jusqu'au point 6, nous transformerons ces deux pyra- 
mides en deux autres équivalentes BADG, BDFG. La première 
peut être considérée comme ayant le point D pour sommet et 
pour base le triangle ABG. En regardant la seconde comme 
ayant pour sommet le point D, et pour base le triangle BGF et 
faisant glisser le sommet sur la ligne DA parallèle au plan de 
la base jusqu'au point A > on la transformera en une pyramide 
équivalente ABCF. Mais cette dernière peut être considérée 
comme ayant pour sommet le point F, et pour base le triangle 
ABG. Ainsi le tronc de prisme triangulaire est équivalent à la 
somme de trois pyramides, ayant pour base commune la base 
inférieure ABG du tronc, et pour sommets chacun des sommets 
D, E, F de la base supérieure. 

Corollaire I. Si le tronc de prisme est droit, c'est-à-dire si 
les arêtes latérales sont perpendiculaires au plan de la base infé- 
rieure, les trois pyramides ont respectivement pour hauteurs 

THEORIE. 16 
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les arêtes latérales DÀ, EB^ FG, et le volume a pour expression 

GoROLLAiRS IL Lorsque le tronc de prisme est oblique, an Hea 
de mesurer le Tolume au moyen des perpendiculaires abaissées 
Fig. 298. des sommets de la base supérieure 

rP sur la base inférieure, on a souvent 
recours dans la pratique à ua autre 
procédé. Menons un plan GHK per- 
pendiculaire aux arêtes latérales 
(fig. 298) ; ce plan partagera le solide 
en deux troncs de prismes droits 
ayant tous deux pour base le trian- 
gle GHK, ou la section droite du 
prisme, et, pour faces opposées, le 
premier ABC, le second DEP. Ces deux troncs" de prisme ont 
pour mesure 

GHKxe^±Ç±^, GHKx^»±f±H. 

Si l'on fait la somme, on a pour le solide entier 

GHKX^^±^±^. 

Ainsi h volume étun tronc de prisme trimgulaire oblique est égal 
à Faire de sa section droite multipliée par le tiers ie la smnme 
des trois arêtes latérales. 

Corollaire IIL Dans la 
pratique, on a souvent & 
mesurer (fig. 299) un so- 
lide compris entre deux 
rectangles parallèles ABGD, 
EFGH« et quatre Irapèses. 
Les mnblus sur les roules 
et les diemins de fer ont cette forme; tes bassios creusés dans 
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la terre ont aussi celte forme renversée. Un pareil solide est un 
tronc de prisme quadrangulaire. Menons un plan perpendicu- 
laire-aux arêtes latérales parallèles ÂB,DG, EF, HG} ce plan 
déterminera un trapèze IRLM. Si Ton fait passer un plan par les 
deux parallèles DG, EF^ ce plan partagera le solide en deux 
troncs de prismes triangulaires, ayant pour sections droites , le 
premier le triangle IKL, le second le triangle KLM. En vertu 
du corollaire précédent, ces deux troncs de prismes ont pour 
mesure 

Désignons par a et 6 les deux côtés ÀB, BG du rectangle infé- 
rieur, par d et V les deux côtés EF, F6 du rectangle supérieur, 
et par h. la hauteur du solide ou la distance des deux plans pa- 

ralièies. Les triangles ÎKL , KLM ayant pour mesure -^i -^, on 

aura pour le volume du solide 



Applications numériques. 

1* TrouFtr le volume d'une pyramide à liase earrée, ayant 1",75 de cftté à 

la base et 12*96 de hauteur. On a pour le volume 

'« 

Y = ^'^^ ><^^>^ = 12 ,760 mètres cubes. 

T Trouver la capacité d'un bissin carré creusé en talus : le carré supérieur 
a 18 «aètres de côté; le carré inférieur, ou le fond du basnn, a 10 m^res de 
ùM ; la profondeur est de 3* , 7. 

Ce bassin est un tronc de pyramide à base carrée. L'aire de la grande base est 
de 18^= 324 mètres carrés, celle de la petite base 10'=100 mitres carrés, la 
moyenne proportionuelle entre les deux bases /18'x 10^=18 X 10= 180. On 
aura dncpoor la capacité ^d« bassin 
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POLTÂDRBS 8BHBLABLBS. 

Définitions. 

V On dit que deux polyèdres sont semblables , lorsqu'ils ont 
leurs angles dièdres égaux chacun à chacun, et leurs faces ho- 
mologues semblables et disposées dans le même ordre. 

On entend par faces homologues celles qui sont adjacentes 
aux angles dièdres égaux. 

2* Les faces des deux polyèdres étant des polygones sembla- 
bles, il est clair que les arêtes sont proportionnelles, et comme 
deux faces adjacentes ont une arête commune, le rapport de 
similitude est le même pour toutes les arêtes. 

Théorème XV. 

Un plan parallèle à la base (Tune pyramide détermine une seconde 
pyramide semblable à la première. 

Soit SABCDE (fig. 300) une pyramide que 
nous coupons par un plan A'D' parallèle au 
plan de la base ; nous avons déjà vu (9) que 
les deux polygones ABCDE, A'B'C'D'E' ont 
leurs côtés respectivement parallèles et sont 
semblables, de même que les faces laté- 
rales. Les angles dièdres latéraux, tels que 
SA, SA', sont communs dans les deux pyra- 
mides. Les angles dièdres à la base, tels que 
AB, A'B', sont aussi égaux; car, si Ton mène un plan SGH 
perpendiculaire à l'arête AB , ce plan sera aussi perpendicu- 
laire à l'arête parallèle A'B', et déterminera deux angles 
plans SGH, SG'H', qui mesurent les deux angles dièdres AB 
et A'B; les droites GH, G'H', intersections de deux plans parais 
lèlcs par un même plan, étant parallèles, ces angles plans sont 
égaux, et par suite les angles dièdres. 
Ainsi, les deux pyramides ont leurs faces semblables et leurs 
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angles dièdres égaux; d'ailleurs la disposition est la même; 
donc elles sont semblables. 



Théorème XVI. 

Deux tétraèdres qui ont un angle dièdre égal, compris entre deux 
faces semblables et semblablement placées^ sont semblables. 

Supposons que le tétraèdre S'A'B'C ait l'angle dièdre S'A' 
, ««• 801. ((5g. 301) égal à SA, et les deux 

faces A'S'B', A'S'C, qui le com- 
yl prennent 9 semblables respec- 

y / 1\ tivemenl aux deux faces ASB, 

V / 1\ ASC. Plaçons l'angle dièdre S'A' 
aA--..i5 — A^ A'^^-\--7c' sur son égal SA en SA", de 
^-^/ ^^ manière que les deux angles 

» coïncident ; l'angle plan A'S'B' 

étant égal à ASB, l'arête S'B' prendra la direction SB, et le point B' 
Tiendra en B"; de même, l'angle plan A'S'C étant égal à ASC, 
rareté S'C prendra la direction SC, et le point C viendra en C; 
la pyramide S'A'B'C occupera alors la position SA^B^C". 

Mais, l'angle S'A'B' ou SA"B" étant égal à SAB, la droite A"B" 
sera parallèle à AB ; de même, l'angle S'A'C ou SA"C" étant 
égal à SAC, la droite A'CT sera parallèle à AC. L'angle B*A"C" 
ayant ainsi ses côtés parallèles à ceux de l'angle BAC> il en 
résulte que le plan B"A"C" est parallèle au point BAC (V, 17), 
ce qui montre, en rertu du théorème précédent, que la py- 
raïQide SA1B"C", ou son égale S'A'B'C, est semblable à la 
pyramide SABG. • 

Théorème XVII. 

Deux polyèdres^ composés (Tun même nombre de tétraèdres sem- 
blables chacun à chacun^ et disposés dans le même ordre y sont 
semblables. 

Les faces des deux polyèdres, étant formées de triangles sem- 
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blables el disposés dans le même ordre, sont des polygones 
semblables. D'autre part, les angles dièdres des polyèdres sont 
égaux, soit directement^ soit comme sommes d'angles dièdres 
égaux. Les deux poljèdres, ayant ainsi leurs angles dièdres 
égaux et leurs faces semblables et disposées dans le même ordre, 
sont semblables. 

Théorème XVIII. 

Réciproquement, deux polyèdres semblables peuvent être dé- 
composés en un même nombre de tétraèdres semblables chacun à 
chacun. 

Prenons trois arêtes consécutives AB, AC, AD (flg. 302), par- 
tant du sommet A, et les trois arêtes homologues A'B', A'C, A'D'; 

nous formerons deux té- 
traèdres ABCD, A'B'C'D', 
qui seront semblables 
comme ayaçt l'angle 
dièdre AC égal à A'C, et 
compris entre deux faces 
semblables chacune à 
chacune. Si nous enle- 
vons ces deux tétraèdres semblables, il restera deux polyè- 
dres semblables. En opérant de la même manière, nous dé- 
tacherons deux autres tétraèdres semblables, et ainsi de suite. 
Les deux polyèdres seront alors décomposés en un même 
nombre de tétraèdres semblables et disposés dans le même 
ordre. " • . . 



Théorème XIX. 

Le rapport des volumes de deux polyèdres semblables est égal au 
cube du rapport de deux arêtes homologues. 

l*» Considérons d'abord deux tétraèdres semblables, iîlispo- 
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sé6 comme l'indiqae.la figure 303. Si l'on double les arêtes 
d'un tétraèdre» on sait que l'aire de la base 
devient quatre fois plus grande ; si la hauteur 
restait la même, le volume deviendrait par là 
quatre fois plus grand; mais la hauteur a été 
elle-même doublée, donc le volume devient 
encore deux fois plus grand ; il devient donc 
en tout deux fois quatre fois ou huit fois plus 
grand. De même, si Ton triple les arêtes, la 
base devenant neuf fois plus grande et la 
hauteur trois fois plus grande, le volume devient trois fois neuf 
fois ou vingt-sept fois plus grand. Or, 8 est le cube de 2, 27 le 
cube de 3 ; on voit donc que le rapport des volumes de deux 
tétraèdres semblables est égal au cube du rapport des arêtes 
homologues. 

En général, les volumes des deux pyramides étant mesurés 
par les produits 

ABCxSH A^gxSff 

3 ' 3 ' 

leur rapport sera exprimé par le quotient 

ABCxSH 
A'B'G'xSff* 

que l'on peut écrire de la manière suivante 

ABC ,,SH 

A'B'G'^gH'* 

On sait que le rapport des aires ABC, A'B'C est égal au 
carré du rapport de deux côtés homologues AB et A'B*, et 
que le rapport des hauteurs SH et SH' est le même que celui 
des arêtes homologues AB et A'B'. Si l'on remplace ces rapports 
par leurs valeurs, on aura pour le rapport des volumes 



/ABy AB_/ABy 
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Ainsi, le rapport des volumes de deux tétraèdres semblables est 
égal au cube du rapport de deux arêtes homologues. 

2*» Considérons maintenant deux polyèdres semblables quel- 
conques^ et imaginons ces deux polyèdres décomposés en té- 
traèdres semblables. Si les arêtes du premier polyèdre sont 
doubles de celles du second, chacun des tétraèdres qui compo- 
sent le premier solide est huit fois plus grand que le tétraèdre 
semblable ; donc le volume du premier solide est huit fois plus 
grand que celui du second. 

En général , le rapport des volumes des tétraèdres corres- 
pondants dans les deux polyèdres est constant et égal au 
cube du rapport de similitude; si l'on ajoute les numéra- 
teui*s et les dénominateurs de ces rapports égaux, on obtient 
un rapport égal à chacun d'eux ; on en conclut que le rapport 
des volumes des deux polyèdres est aussi égal au ciibe du rap- 
port de similitude. 



EXERCICES SUR LE LIVRE VI. 

i. Ëtant données trois droites parallèles, mais non situées dans un même 
plan, on porte sur l'une d'elles une distance AB égale à une longueur donnée, 
on prend arbitrairement un point G sur la seconde, et un point D sur la troi- 
sième; les quatre points Â) B, C, D sont les quatre sommets d'une pyramide; 
démontrer : 

V Que le volume de la pyramide est indépendant de la position des points C 
et D sur les droites où ils se trouvent; 

î** Que ce volume est proportionnel à la longueur AB; 

S*' Qu'il reste le même, quelle que soit celle des trois paraUèles sur laquelle 
on porte la longueur AB» 

S. Par Tune des arêtes d'un tétraèdre donné, mener un plan qui divise rareté 
opposée en deux parties proportionnelles aux aires des faces dont l'arête com- 
mune est celle par laquelle on doit mener le plan. 

3. Quelle est la droite qui partant du sommet d'un tétraèdre rencontré la 
base en un point tel, qu'en le considérant comme le sommet commun de trois 
triangles ayant pour bases les trois côtés de cette base, les aires de ces triangles 
soient proportionnelles aux aires des faces adjacentes. • 
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4. Trouver à rintérieur d'un tétraèdre un point tel, qu'en le joignant aux 
quatre sommpts on décompose le tétraèdre en quatre tétraèdres équivalents. 

5. Couper un prisme triangulaire de manière que la section soit un triangle 
équUatéral. 

ê. Le plan bissecteur d'un angle dièdre d'un tétraèdre divise Tarète opposée 
en deux parties proportionnelles aux aires des forces adjacentes. 

7. Tout plan passant par les milieux des deux arêtes opposées d*un tétraèdre, 
le divise en deux parties équivalentes. 

%. Trouver le volume d'un tétraèdre régulier dont on connaît le côté. 

9. Si dans un tétraèdre l'un des angles trièdres est trirectangle , le carré de^ 
Taire de la fkce opposée est égal à la somme des carrés des aires des trois 
autres £aces. 

i%. Lorsque dans un tétraèdre les arêtes opposées sont perpendiculaires entre 
elles deux à deux, les quatre hauteurs du tétraèdre passent par un même point. 

fi. Lorsque deux tétraèdres sont placés de telle sorte que les droites qui 
joignent les sommets correspondants passent par un même point, les droites 
d'intersection des faces correspondantes sont situées dans un même plan. 

En déduire ce théorème : lorsque deux triangles situés dans un même plan 
sont tels que les droites qui joignent les sommets correspondants passent par 
un même point , les points d'intersection des côtés correspoodants sont en ligne 
droite. 

IS. Sur les faces SAB, SBC, SGA d'un tétraèdre SABG , comme bases on con- 
struit trois prismes quelconques; les plans des trois autres bases se coupent 
en un certain point 0. Démontrer que le prisme qui a pour base la quatrième 
face ABC du tétraèdre et dont les arêtes latérales sont égales et parallèles à la 
droite 50 , est équivalent à la somme des trois premiers prismes. 

43. Étant donnée une pyramide régulière à base carrée, mener par un côté 
de la base un plan qui divise le solide en deux parties équivalentes. 

14. Étant données les aires des deux bases d'un tronc de pyramide , trouver 
Taire de la section faite par un plan parallèle aux bases et à égale distance des 
bases. 

Quelle serait Terreur commise si on prenait pour mesure de tronc de 
pyramide le produit de Taire de cette section par la hauteur du tronc? 



LIVRE SEPTIÈME. 

LES CORPS RONDS. 

Cylindre. — Cône. — Sphère. 

CTLINDEB. 

Définitions. 

.1* Le cylindre circulaire droit est le solide engendré par la 
révolulion d'un rectangle OO'A'A (fig. 304) , tournant autour 
d'un de ses côtés 00'. 

Fig. 804. £0 Dans ce mouvement, les deux côtés OA 

et O'A' décrivent deux cercles égaux et paral- 
lèles, qui sont les bases du cylindre. 

La droite OO'» autour de laquelle tourne le 
rectangle, est Vaxe ou la hauteur du cylindre. 

3* Le côté AA' engendre la surface latérale 
du cylindre. 

Il est clair que tout point de cette droite AA' décrit une cir- 
conférence de cercle égale et parallèle au cercle de base* 

On en conclut que les sections des cylindres par des plans pa- 
rallèles à la base sont des cercles égaux au cercle de base. 

Théorème I. 

La surface latérale dCun cylindre circulaire droit est égale au 
produit de la circonférence de sa base par sa hauteur] 

Remarquons d'abord que la surface latérale d'un prisme droit 
quelconque se compose de rectangles, dont les bases sont les dif- 
férents côtés de la base polygonale du prisme, et dont la hauteur 
ceUe du prisme. L'aire de chacun de ces rectangles étant égale 
à sa base multipliée par sa hauteur, la surface latérale du 
prisme est égale à la somme des bases, c'est-à-dire au périmètre 
du polygone, multipliée par la hauteur. 
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loscriYons dans ]a base du cylindre droit uu polygone régu- 
lier d'un certain nombre de côtés et construisons un prisme 
Fig. SOS. droit ayant pour base ce polygone et même 

hauteur que le cylindre. La surface latérale 
de ce prisme est égale au périmètre de sa 
base ABCDEF (fig. 305) multipliée pur sa hau- 
teur AA'. Si l'on augmente indéfiniment le 
nombre des côtés du polygone, le périmètre 
du polygone tend vers la circonférence du 
cercle, et la surface latérale du prisme vers 
la surface latérale du cylindre. On en conclut 
que la surface latérale du cylindre est égale à la circonférence 
de sa base multipliée par sa hauteur. 

Corollaire. Si l'on désigna par r le rayon de la base, et par 
h la hauteur» la surface latérale du cylindre a pour mesure 

S = 27crA. 

La surface totale se compose de la surface latérale, plus les 
deux bases. On a donc pour la surface totale 

S = 27rr»+2irrA, 

ou plus simplement S = Sirr (r -|- A). 

Remarque. On peut développer sur un plan la surface laté- 
rale d'un prisme. Considérons le prisme droit inscrit dans le 
cylindre, et supposons la surface latérale fendue suivant l'a- 
rête AA' (fig. 305). Faisons tourner la face AA'B'B autour de 
l'arèle BB', pour l'amener dans le prolongement de la face 
suivante ; faisons tourner ensuite ces deux faces réunies autour 
de l'arête CC pour les amener dans le plan de la face sui- 
vante, et ainsi de suite, jusqu'à ce que toutes les faces soient 
amenées dans le même plan. Dans ce mouvement, le côté BA, 
restant perpendiculaire à l'arête BB', se place sur le prolonge- 
ment du côté CB, qui est aussi perpendiculaire à cette même 
arête ; ces deux côtés réunis se placent ensuite sur le prolonge- 
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menl du côté DG, etc. Ainsi, le périmètre de la base inférieure 
dû prisme se développe en ligne droite et de même le péri- 
mètre de la base supérieure ; de sorte que le développement de 
la surface latérale du prisme droit a la forme d'un rectangle 
dont la base est égale au périmètre de la base du prisme, et la 
hauteur à celle du prisme (Gg. 306). 



Fig. 306. 
g D* E' 



Si Ton augmente indéfiniment le nombre des faces du 
prisme, on obtient le développement de la surface latérale du 
cylindre droit ; c'est un rectangle dont la base est la circonfé- 
rence de la base du cylindre rectifiée , et la hauteur celle du 
cylindre. 

Réciproquement, ce rectangle peut être enroulé sur le cy- 
lindre. 

Supposons que le cylindre repose sur un plan suivant une 
arête et roule sur le plan sans glisser; quand il aura fait un 
tour entier, il aura décrit sur le plan une aire égale au déve- 
loppement de sa surface latérale. 



Théorèbœ II. 

Le volume d'un cylindre circulaire droit est égal au produit de 
sa base par sa hauteur. 

Imaginons encore un prisme régulier inscrit dans le cylindre 
(fig. 305). Le volume de ce prisme est égal au produit de sa base 
par sa hauteur. Mais, quand on augmente indéfiniment le nom- 
bre des faces, l'aire du polygone a pour limite celle du cercle, 
le volume du prisme celui du cylindre. On en conclut que 
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le volume du cylindre est égal au produit de sa base par sa 
hauteur. 

Corollaire. Le volume du cylindre est donné par la formule 

V=irr%. 

Remarque. Nous pouvons étendre aux cylindres quelconques 
ce que nous avons dit du cylindre circulaire droit. 

On appelle surface cylindrique en général la surface engen- 
drée par une droite qui se meut parallèlement à elle-même en 
glissant sur une ligne courbe nommée directrice. 

Lorsque la directrice est le contour d'une aire plane et que la 
droite mobile ou génératrice a une longueur déterminée dont 
Tune des extrémités parcourt la directrice, l'autre extrémité dé- 
crit une courbe plane égale et parallèle à la première, et ces 
deux aires planes avec la surface cylindrique déterminent un 
solide auquel on donne le nom de cylindre. 

Les deux aires planes égales et parallèles sont les hases du 
cylindre, la distance des deux bases en est la hauteur. 

Ftg.so7. Lorsque la génératrice est perpendiculaire 

aux plans des bases, le cylindre est droit; au- 
trement il est oblique. La figure 307 représente 
un cylindre circulaire oblique. 

Imaginons que , dans la base d'un cylindre 
quelconque» on inscrive un polygone d'un très- 
grand nombre de côtés très-petits, et que l'on 
construise un prisme ayant pour base ce po- 
lygone et ses arêtes égales et parallèles aux génératrices du cy- 
lindre. Les arêtes latérales du prisme seront évidemment situées 
sur la surface du cylindre, et la base supérieure du prisme sera 
inscrite dans la base supérieure du cylindre. Les deux bases du 
prisme étant des polygones égaux et parallèles, les deux bases 
du cylindre , qui sont les limites de ces deux polygones égaux, 
sont des courbes égales. Le cylindre étant la limite du prisme, 
il en résulte que le volume d^un cylindre quelconqiie est égal au 
produit de sa base par sa hauteur ^ 




t^k LIVRE Yli. 

Cumme nous Tarons déjà remarqué (1), la surfiice latérale 
d*im prisme droit quelconque est égale au produit du périmètre 
de sa base par sa hauteur ; on en conclut que la surface latérale 
d*un cylindre droit quelconque est égale au produit du périmètre de 
sa base par sa hauteur. 

La surface latérale d'un prisme droit se développant suivant 
un rectangle, celle du cylindre droit se développera aussi sui- 
vant un rectangle, dont la base est le périniètre de la base du 
cylindre, et la hauleur celle du cylindre. 

La surface latérale d'un cylindre oblique peut aussi être dé- 
veloppée sur un plan. Mais le développement n*a plus la forme 
d^un rectangle. Si l'on considère la section droite d'un prisme 
oblique, diacune des faces latérales du prisme est un parallélo- 
gramme dont l'aire est égale au côté correspondant de la section 
droite multiplié par Tarèle latérale du prisme ; il en résulte que 
la surface latérale du prisme ou du cylindre oblique est égale 
au périmètre de sa section droite multiplié par son arête la- 
térale. 

AppJtMtions. 

1* On sait que les mesures légales pour les liquides sont des cylkiâres d'é- 

4UQ dont la hauteur est double du diamètre. Calculer les dimensions du litre. 

h h^ nh^ 

Si ron appelle h la hautei^r , le rayon sera 7 et le ipolume ic — x fc ou -7^ ; 

4 10 lo 

on aura donc, en prenant pour unité de longueur le décimètre, -7^-=! » ^'^^ 
Ton déduit 

fc = i/^ = 1 ,720 dédmèUB. 

Ainsi le litre, qui sert à mesurer des liquides, a 172 millimetres.de hauteur 
el 86 millimètres de diamètre. 

2» Pour les graines , les mesures légales sont des cylindres en bois d'une 
hauteur égale au diamètre. Calculer les dimensions du double décalitre. 

Ra désignant par r le rayon , et prenant de même le décimètre pour «aité de 
longueur, on aura 2111^=20, puisque la capacité est de 30 litres. On en déduit 



'=V^=.. 



471 décimètre. 



Ainsi le double décalitre, qui sert à mesurer les graines, est un cylindre qui 
a 294 millimètres de diamètre et de hanteur. 
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Définition». 

!• Le cône circulaire droit est le solide engendré par la révo- 
Fig. 608. lution d'un triangle rectangle SOA (flg. 308) 

tournant autour d'un côté SO de Tangle 
droit. 

2« Dans ce mouvement, le côté OA, restant 
constamment perpendiculaire à OS, décrit 
un cercle dont le point est le centre et OA 
le rayon. Ce cercle est la base du cône. 
L'hypoténuse SA engendre la surface latérak du cône. 

3* le côté SO, autour duquel tourne le triangle, est Yaxe ou 
la hauteur du cône. 
Le point S en est le sommet. 
L'hypoténuse SA est le côté du cône. 

4* Soit H (fig. 309) un point quelconque de Thypotéouse ; de 
Fig. S09. ce point atiaissoiis une peipendiculaire MP 

sur Taxe SO. Dans le mouvement.de rota- 
tion, la droite PM restant perpendiculaire à 
Taxe SO, décrit , dans un plan perpendi- 
culaire à Taxe, un cercle MP, dont le point 
B est le centre et la longueur PM le rayon. 
Le plan de ce cercle est parallèle au plan 
de la base. On en conclut que les sections 
du cône par des plans parallèles à la base sont des cercles 
ayant leurs centres sur Taxe. 

Le cercle diminue à mesure que le plan sécant se rapproche 
du sommet; quand le plan arrive au sommet, le cercle se réduit 
à un point. 

Théorâios IU. 

La surface latérale cTun cône circuUUre droit est égaie au produit 
de la circonférence de sa base par la moitU de son côté. 

Inscrivons dans le cercle de base un polygone régulier et 
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joignons le point S (flg. 310) aux différents sommets du poly- 
gone, nous formerons une pyramide régur- 
Hère dont la surface latérale se compose de 
triangles isocèles égaux entre eux; Taire du 
triangle ÂSB est égale à sa base AB multipliée 
par la moitié de sa hauteur SG, qu'on ap- 
pelle apothème de la pyramide ; la hauteur SG 
étant la même dans tous les triangles, la 
surface latérale de la pyramide régulière est 
égale à la somme des bases, c'est-à-dire 
au péiimètre du polygone ABCDEP, multipliée par la moitié de 
l'apothème SG. 

Supposons maintenant que Ton augmente indéfiniment le 
nombre des côtés du polygone régulier inscrit dans le cercle ; 
le périmètre du polygone tend vers la circonférence du cercle 
et la surface latérale de la pyramide vers la surface latérale du 
cône; en même temps l'apothème SG se confond avec le côté 
SA du cône. On en conclut que la surface latérale du cône est 
égale à la circonférence de sa base multipliée par la moitié de 
son côlé. 

Corollaire. Désignons par r le rayon de la base d'un cône, 
et par l le côté; la surface latérale, étant égale au produit de 

la circonférence 2 itr de sa base par la moitié - du côté, sera 

donnée par la formule 

S = 7crl 

La surface totale d'un cône se compose de la surface latérale, 
et du cercle de base; on a donc pour la surface totale 

S = 7rW + itr*, 
OU, plus simplement, 

S = itrx(/ + r). 
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THÉORillE IV. 

La surface latérale d'un troric de cône à bases parallèles est égale 
au produit de la demi-somme des circonférences de ses deux bases 
par son côté. 

Inscrivons comme précédemment dans le cône une pyramide 
Fig. 811. régulière, et coupons le solide par un plan 

parallèle à la base. La surface latérale du 
tronc de pyramide se compose de trapèzes 
égaux; Taire du trapèze ABB'A' (fig. 31 1) est 
égale à la demi-somme de ses côtés parallè- 
les ÂB et k'h' multipliée par sa hauteur GG\ 
qui est rapolhème du tronc de pyramide ; 
celte hauteur étant la même pour tous les 
trapèzes, .la surface latérale du tronc de 
pyramide est égale à la demi-somme des périmètres de ses 
bases, multipliée par son apothème. 

Si l'on augmente indéfiniment le nombre des faces de la py- 
ramide, la surface latérale du tronc de pyramide tend vers celle 
du tronc de cône. On en conclut que la surface latérale du tronc 
du cône est égale à la demi-somme des circonférences de ses 

deux bases multipliée par son côté ÂA'. 

* 
Corollaire I. Si l'on appelle r et r' les rayons des deux bases, 

{ le côté, la surface latérale du tronc de cône est donnée par la 

formule 

Corollaire II. Par le point D (fig. 312), milieu du côté AA', 
Fig. 312. menons un plan parallèle aux bases, ce 

plan coupera le tronc de cône suivant un 
cercle de rayon CD; le rayon CD, qui joint 
les milieux des côtés non parallèles du tra- 
pèze OAA'O', est égal à la demi-somme de^ 
rayons parallèles OA et O'A' (IV, 4) ; il en 
résulte que la c'u*confércnce de rayon CD est égale à la demi* 

THÉORIE. 17 
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somme des circonférences de rayons OA et O'A' ; ainsi la surface 
(Tun tronc de cône est égale atSfroduiî de la circonférence moyenne 
(c'est-à-dire de la circonférence menée à égale distance des deux 
bases) par son côté. 

Dans la pratique, on mesure cette circonférence moyenne à 
l'aide d'un fil que l'on enroule autour du solide. 

On peut considérer le tronc de cône comme engendré par la 
révolution du trapèze AOO'A' tournant autour de CHy; la droite 
AA' engendre la surface latérale du tronc; le point D, milieu 
de AA', décrit la circonférence moyenne, dont le rayon est CD. 

Remarque I. On peut aisément développer sur un plan la sur- 
face latérale de la pyramide régulière. Supposons que Ton fende 
la surface suivant l'arête SA (fig. 311), puis que l'on fasse tour- 
ner la face ASB autour de l'arête SB pour l'amener dans Je 
prolongement de la face CSB; qu'alors on solidifie <îes deux 
faces, et qu'on les fasse tourner autour de l'arête SC pour 
les amener dans le plan de la face suivante, et ainsi dé suite; 
à la fin, toutes les faces étant amenées dans le même plan, 
et les triangles disposés à la suite les uns des autres, on aura 




urt secteur pcdygonal régulier SABGDEPA (fig. 313), développe- 
ment de la surface latérale de la pyramide. 

Oaand.on augmente indéfiniment le nombre des faces delà 
pyramide, la Hg^ie brisée régulière ABGDEFA devient un arc 
de cercle ADA, et le secteur polygonal on secteur circulaire. 
Ainsi la surfer» latérak d'un cône circulaire droit se développe sui- 
vemt un setfeur dréulairey <vgarU pour rayon le cdtéSk du cène, et 
son arc égal à la, circonfèrmc^ de la bon du cène* 
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Aédproquemeiit, cç secteur peut être enroulé sur le cône. 

Imaginons que le cône repose sur un plan par une de se^ 
arêtes, puis roule sur ce plan sans glisser, de manière que cha- 
cune de ses arêtes vienne successivement se mettre en contact 
avee le plan; quand le cône aura fait un tour entier, c'est-à-dire 
quand la même arête reviendra en contact, le cône aura par- 
couru sur le plan une aire égale au développement de sa sur- 
face latérale. 

Remarque II. La surface latérale d'un Ironc de pyramide ré- 
gulière se développe de la même manière suivant Taire com- 
prise entre les deux lignes brisées régulières ÂBCDEFA, 
A'fi'G'D'£'FÀ\ aire qui est la différence de deux secteurs poly* 
gonaux réguliers. 

Le développement de la surface latérale du tronc de cône est 
Taire comprise entfe les deux arcs ÀDA, A'D'À', différence de 
deux secteurs circulaires. 

En faisant rouler le tronc de cône sur un plan fixe, on obtient 
de même le développement. 

Remarque III. Le tronc de cône comprend comme cas parti- 
culier le cône et le cylindre. Une droite tournant autour d'un 
axe situé dans son plan engendre, en général, un tronc de cône; 
quand Tune des extrémités de la droite est sur Taxe, on a un 
cône; quand la droite est parallèle à Taxe, on a un cylindre.. 

Nous avons dit que la surface latérale d'un tronc de cône esl 
égale à la circonférence moyenne multipliée par le côté du 
tronc. Cette mesure convient évidemment au cône et au cy« 
lindre. Dans le cône , la circonférence moyenne est la moitié 
de celle de la base; dans le cylindre, elle es>t égale à celle de la 
base. 

Applications numériques. 

1* Trouyer la surface latérale d'un cône dont le rayon de base a 1" ,4 , et le 
côté 3- ,5. 

On multipliera d'abord le rayon de la base par le côté, ce qui fait 4,90, et 
le résultat par n; on trouve ainsi pour la surface latérale demandée 15 ,39 mè- 
tres carrés , à moins d'un décimètre carré près. 
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2" Trouyeif la surface totale d'un cône dont le rayon de base a O^JS, et la 
côté 1- ,52. 

On ajoutera le côté et le rayon, et Ton multipliera la somme 2,30 par le 
rayon 0,78, et le produit par w, ce qui donne 5 ,636 mètres carrés. 

3° La surface latérale d*un cône équilatéral est égale à 1 mètre carré ; cal- 
culer son côté. 

On appelle cône équilatéral un cône dont le côté est égal au diamètre de la 
base. En remplaçant l par 2r, on voit que la surface latérale d'un cône équila* 
téral est 2itf*, deux fois le cercle de base. La surface totale est 3itr^, trois fois 
le cercle de base. 

Dans la question actuelle on a donc 



=\/i 



2itr2 = l, d'où r 



£n calculant par logarithmes, on trouve rrrrO*", 39894. Le côté du cône est 
0-,7979. 

4** Le diamètre de la base inférieure d'un tronc de cône a 1"',S0, celui de la 
base supérieure 0'?,86, le côté 12"*, 30. Calculer la surface latérale. 
On aicir=0,75, 1^=0,43, r + r'=l,18, S =45, 60 mètres carrés. 



Théorème V. 

Le volume Sun côm est égal au produit de sa base par le tiers de 
sa hauteur. 

Le volume de la pyramide régulière inscrite dans le cône 
(fig.*310) est égal au produit de sa base par le tiers de sa hau- 
teur SO. Quand on augmente indéfiniment le nombre des faces, 
Faire de la base polygonale tend vers l'aîre du cerclé, et le vo- 
lume de la pyramide vers le volume du cône; d'ailleurs la" hau- 
teur est la même. On en conclut que le volume du cône est égal 
au produit de sa base par le tiers <ie sa hauteur. 

Corollaire. En appelant r le rayon de la base, h la hauteur, 
le volume du cône est donné par laf formule 
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Théorème YL 

Le volume d'un tronc de cène à bases parallèles est égal à la 
somme de trois cônes ayant pour hauteur commuta la hauUur du 
tronc^ et pour bases^ le premier la base inférieurey le second la base 
supérieure, le troisième une tiioyenne proportionnelle entre les deux 
bases. 

Si l'on considère le tronc de pyramide inscrit dans le tronc 
de cône (fig. 311), on sait (VI, 13) que le volume de ce tronc 
de pyramide est égal à la somme de trois pyramides , ayant 
pour hauteur commune la hauteur du tronc, et pour bases, la 
première la base inférieure , la seconde la base supérieure , la 
troisième une moyenne proportionnelle entre les deux bases. 
Le tronc de cône étant la limite du tronc de pyramide, le même 
théorème a lieu pour le volume du tronc de cône. 

CoROLLAiRS L Si Ton appelle r et r' les rayons des bases pa- 
rallèles, h la hauteur du tronc , les aires des deux bases sont 
wr* et Ttr'^y leur produit icVV*, et par conséquent la racine carrée 
-de ce produit, ou la moyenne proportionnelle, itrr'. Ainsi le 
volume du tronc de cône est exprimée par la formule 

V=i7cAX(r*+r'«+rr'). 
Corollaire. Si l'on remarque que 

la formule précédente devient 

v=,.x[(^)+l(^)'} 

Il en résulte qu'tm tronc de cône équivaut à un cylindre ayant mkne 
hauteur que le tronc et pour base la section parallèle faite au milieu 
de la hauteur^ plus un cône ayant aussi 7nime hauteur que le tronc 
et pour base un cercle d'un rayon égal à la demi-différence des rayons 
des deux bases du tronc. 
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On voit par là que le volume du tronc de cône est plus grand 
que le cylindre de mémo hauteur, qui aurait pour base la sec- 
tion parallèle faite au milieu de la hauteur. Cependant dans la 
pratique, quand les deux hases différent peu l'une deTautre, on 
se contente quelquefois de cette évaluation approximative. 

Reitarqïïe. Il est facile d'étendre aux cônes quelconques ce 
que nous avons dit du cône circulaire droit. 

On appelle swface conique^ en général, la surface engendrée 
par une droite qui se meut en tournant autour d*un point fixe 
et en glissant sur une ligne courbe donnée. 

La droite mobile qui engendre la surface se nomme géni - 
ratrice; la ligne courbe, qui dirige son mouvement, se nomme 
directrice. 

Lorsque la directrice est le contour d'une aire plane, cette 
aire plane, avec la surface conique, détermine un solide auquel 
on donne le nom de cône. 

Le point fixe, autour duquel tourne hgéiiéraîricey est le sommet 
du cône , Taire plane qui la termine en est la base. La hauteur 
est la perpendiculaire abaissée du sommet sur la base. 

Lorsque la base est un cercle, le cône est dit circulaire. Lors- 
que, de plus, le sommet est situé sur la perpendiculaire élevée 
Fig 314 P^^ ^^ centre sur le plan de la base, le cône est 
circulaire droit. C'est le cône que nous avons étu- 
dié jusqu'à présent. (La figure 314 représente un 
cône circulaire oblique.) 

Supposons que, dans la base d'un cône quel- 
conque, on inscrive un polygone d'un très-grand 
nombre de côtés très-petits , et que l'on con- 
struise une pyramide ayant pour base ce polygone 
et pour sommet le sommet du cône , il est visible que la base du 
cône sera la limite du polygone inscrit et le cône lui-même la 
limite de la pyramide. On en conclut qm le volume d'un cône 
quelconque est égal au produit de sa base par le tiers de sa hauteur. 
La surface latérale d'une pyramide quelconque pouvant être 
déyeloppée sur un plan , il en est de môo^e de celle d'ua cône 
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quelconque ; mais le développement n'a plus la forme d'un sec- 
teur circulaire. 

Applications nitinériques. 

r Le rayon de la base d'un cône circulaire droit a 0*,82, la hauteur 1* ,40. 
Calculer le volume. , 

En appliquant la formule précédente, on trouve Y = 0,986 mètre cube. 

2* Le volume d*uQ cône circulaire droit est de .0,986 mètre cube, le rayon de 
sa base O" ,82. Calculer sa hauteur. 
On déduit de la formule précédente 

/, = ^ = l-,40. 

3* Le volume d'un cône circulaire droit est de ,986 mètre cube, la hauteur 
l^jAO. Calculer le rayon de base. On a 



.= y/S = 0",82. 



4» Trouver la capacité d'un vase ayant la forme d'un tronc de cône dont la 
base supérieure a 0" ,42 de diamètre , la base intérieure 0*,27 , et dont la hau- 
teur est 0-, 70. On a 

r»=:0,0441, r/f r'2=ir'x(r + rO = 0,046575, 

f« + rr* + T^= ,090675 , V = 66 ,5 litres. 

ô" Cubage d'un tronc d*arhre. Un tronc d'arbre non équarri a sensiblement 
là forme d'un tronc de cône à bases parallèles; mais, quand les diamètres des 
deux bases diffèrent peu l'un de Tautre , on l'assimile au cylindre droit ayant 
pour hase la section faite au milieu de la longueur. Pour évaluer approxima- 
tivement le volume, au moyen d'un cordon métrique on mesure la circonfé- 
rence moyenne ; on en déduit le rayon, puis la surface de cette section moyenne 
que l'on multiplie par la longueur. 

Supposons, par exemple, que l'on ait trouvé pour la circonférence moyenne 
1" ,87 , et pour la longueur du tronc 6", 40. Le rayon de la section moyenne est 

^-i^y l'aire de cette section î^, et le volume L^Il^SlziP^i 731 mètre cube. 
271 4ic * 47Ï ' 

Ce volume est un peu trop petit. 

€• Trouver le volume d'une bille de sapin ayant 20 mètres de longueur, 
1 mètre de diamètre à sa base, 0"',4 à son extrémité. 

Si l'on regarde la bille comme un tronc de cône dans lequel r = 0,5 , /= 0,2, 
ft = 20, wia 

^,_(0,î5 + 0,04 + 0,I0)X20x3,1416_g^^^y^,, ^.. 
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7*> Jaugeage des tonneaux. Le diamètre d*ua iooneau n'est pts le môme dans 
toute sa longueur; il est plus grand au milieu qu*aux extrémités. Désignons 
par h la longueur intérieure du tonneau , par 2R le diamètre du bondon , et par 
2r le diamètre du fond; pour évaluer la capacité du tonneau, on se sert en 
France de la formule de Dez 



V=ii/i[R-|(R-r)]*, 



et en Angleterre de celle d*Oughtred 

V=:iic;i(2R»+r»). 

Il est aisé de voir que la première donne un résultat un peu plus petit que la 
seconde. 

Par exemple si la longueur intérieure est 0",756, le plus grand diamètre 0",69, 
le plus petit O'^ei, la formule de Dez donnera 258,3 litres, celle d'Ough- 
tred 262,6. 

SPHÈRE. 

Définitions. 

P La sphère est un solide terminé par une surface dont tous 
les points sont également distants d*un point intérieur appelé 
centre (fig. 315). 

On peut considérer la sphère comme 
engendrée par la révolution d'un demi- 
cercle MCN, tournant autour d'un diamè- 
tre MN. 




2* On nomme rayon la droite qui 
joint le centre à un point quelconque de 
la surface de la sphère. 
Tous les rayons sont égaux entre eux. 

3° On nomme diamètre une droite quelconque passant par le 
centre, et terminée de part et d'autre à la surface de la sphère. 

Tous les diamètres sont égaux entre eux, puisque chacun 
d'eux se compose de deux rayons. 

4<» Il faut remarquer que lorsqu'on fait tourner la sphère au- 
tour de son centre, la surface coïncide avec elle-même, et oc- 
cupe toujours le même lieu dans l'espace. 
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Théorème VII. 
Toute section plane de la sphère est un cercle. 

Lorsque le plan sécant passe par le centre (flg. 316) de la 

sphère, il coupe la surface de la sphère suivant une courbe 

Fig. 3i«. plane EF6, dont tous les points sont 

également distants du centre; cette courbe 

est donc un cercle, qui a même centre et 

même rayon que la sphère. 

Supposons maintenant que le plan sé- 
cant ne passe pas par le centre. Du centre 
abaissons une perpendiculaire OG sur ce 
plan; les droites OA, OB..., qui vont du 
centre aux différents points de la courbe d*intersection y sont 
égales comme rayons d*une même sphère. Ces obh'ques égales 
devant s*écarter également du pied G de la perpendiculaire, 
les distances GA, GB..., sont égales. Ainsi la courbe dlntersec- 
tion est une courbe plane dont tous les points sont également 
distants d'un point intérieur G situé dans son plan ; c'est donc 
un cercle qui a pour centre le point G, pied de la perpendi- 
culaire abaissée du centre de la sphère sur le plan sécant. 

Corollaire I. Dans le triangle rectangle OGA , le côté GA est 
plus petit que l'hypoténuse OA ; ainsi le rayon GA du cercle dé- 
terminé par un plan quelconque est plus petit que le rayon OA 
de la sphère. Il résulte de là que le cercle est le plus grand pos- 
sible quand le plan sécant passe par le centre de la sphère j 
c'est pourquoi on appelle grands cercles de la sphère les cercles 
déterminés par des plans passant par le centre. Tous les grands 
cercles, ayant même rayon que la sphère, sont égaux entre eux. 

Par opposition, on appelle petits cercles de la sphère les cercles 
déterminés par des plans qui ne passent pas par le centre. 

Il est aisé de voir que les plans sécants égalements distants du 
centre donnent des cercles égaux ; car, le triangle rectangle OCA 
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ayant l'hypoténuse OA constante, si le côté OC -reste le même, 
l'autre côté CA ne change pas. 

On voit aussi que le cercle est d'autant plus petit que le plan 
est plus éloigné du centre. Par le diamètre PF menons en effet 
un plan qui coupe la sphère suivant un grand cercle PEP', et 
considérons un plan sécant perpendiculaire à PF ; ce plan coupe 
la sphère suivant un cercle qui a pour diamètre la droite AD, 
intersection des deux plans dont nous venons de parler ; or, dans 
le cercle PEP\ à mesure que la distance OC au centre augmente, 
la corde AD diminue ; donc le cercle ABD diminue à mesure que 
le plan sécant s'éloigne du centre. 

Corollaire IL Nous avons dit que le centre G d'un petit 

cercle ABD (fig. ^\7) est le pied de la perpendiculaire abaissée 

Fig.'3t7. du centre de la sphère sur le plan du 

^p_^^ cercle ; cette perpendiculaire, prolongée, 

K^^0'c^^^^^ perce la surface de la sphère en deux 

Là^/"-\ \ points P et F, que l'on nomme pâles du 

^f---lJj-----</^ cercle. Si l'on joint le point P aux dif- 

V \j ^ / férents points A, B, .... de la circonfé- 

^OL^--^ rence, on aura des obliques PA , PB, .... 

égales entre elles, comme également 

écartées du pied de la perpendiculaire PC; ainsi tous les points 

de la circonférence ABD sont également distants du pôle P. 

Ils sont de même également distants de l'autre pôle F. 

Le pôle joue, dans les constructions à effectuer sur la surface 
de la sphère, le même rôle que le centre sur le plan. On se sert 
d'un compas à branches recourbées ; si l'on donne au com- 
pas une ouverture égale à la corde PA, et qu'après avoir placé 
la pointe sèche au pôle P , on fasse tourner le compas, Tex- 
trémitédel'autre branche décrira sur la sphère le cercle ABD. 
On obtiendra le même cercle en plaçant la pointe sèche à 
l'autre pôle F, et donnant au compas une ouverture égale à la 
corde FA; mais il vaut mieux se servir du pôle P le plus rap- 
proché du cercle. 
Quand il s'agit d'un grand cercle EPG, les deux pôles P et F, 
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extrémités du diamètre perpendiculaire au plan du cercle, sont 
également distants du cercle , et il est indifférent d'employer 
l'un ou l'autre. Dans ce cas, le rayon polaire PE est égal au 
côté du caiTé inscrit dans te grand cercle. 

Problème I. 
Trouver le rayon (Tune sphère donnée. 
Étant donnée une sphère solide, on veut trouver son rayon. 

Première méthode. Marquons deux points A et B sur la sur- 
lace de la sphère (fig. 318). Du point A comme pôle, avec une 
Ftg. S18. ouverture de compas arbitraire, décrivons sur 
/^'y">;'"\ la sphère un arc de cercle ; du point B comme 
/ ^f^""f\ \ PÛ^^? ^^®^ ^^ même ouverture de compas, 
f ; oV J 1 décrivons un second arc de cercle qui coupe 
\ A V I ^ \ j le premier en deux points C et D également 
\d¥ // distants des points A et B; en répétant la 
même construction avec une autre ouver- 
ture de compas, on déterminera de même un troisième point E 
aussi également distant ^es points A et B. Concevons mainte- 
nant le plan perpendiculaire à la droite AB, en son milieu ; 
ce plan , étant le lieu des points également distants des points 
A et B (V, 7), passera par le centre de la sphère et par chacun 
des points C, D , E ; il coupera donc la sphère suivant un grand 
cercle dont on connaît trois points G, D, E. A l'aide du compas 
à branches recourbées, on mesurera les trois distances CD, 
DE, EC; puis, sur une feuille de papier, avec ces trois lon- 
gueurs, on construira un triangle égal au triangle CDE, et on 
circonscrira un cercle à ce triangle, c'est-à-dire que Ton fera 
passer une circonférence par les trois sommets ; ce cercle sera 
égal à un grand cercle de la sphère ; son rayon sera donc le 
rayon de la sphère, 

DEUXiàifE méthode. Lorsqu'on n'a à sa disposition qu'une pe- 
tite portion de la surface de la sphère, la méthode précédente 
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n'aurait pas une précision suffisante ; il est préférable d*opérer 
de la manière suivante : 

D*un point P, situé à peu près au milieu de la portion de 
surface donnée, comme pôle , avec une ouverture de compas 



Fig. 319. 



Fig. 190. 







aussi grande que possible, décrivez sur celte portion de sur- 
face un cercle, et marquez sur ce cercle trois points A, B, D à 
volonté (fig. 319); à l'aide du compas recourbé, prenez les lon- 
gueurs des droites qui joignent ces points deux à deux, et avec 
ces trois longueurs construisez sur une feuille de papier le 
triangle abd (fig. 320). Circonscrivez un cercle à ce triangle; ce 
cercle, qui a pour rayon ca, est égal au cercle ABD tracé sur la 
sphère. 

Au point c élevez une perpendiculaire pp' à la droite ac ; du 
point a comme centre, avec une ouverture de compas égale à 
celle qui a servi à tracer le petit cercle sur la sphère, décrivez 
un arc qui coupe la droite pp' au point p. Joignez ap et menez 
ap' perpendiculaire à a;? ; la longueur pp' sera le diamètre de la 
sphère ; car le triangle rectangle pap\ d'après sa construction, 
est égal au triangle PAP'. 

Corollaire. Si l'on prend le milieu o de la droite pp', on aura 
le rayon op de la sphère. Du point o comme centre, avec op 
pour rayon , décrivez un cercle ; ce cercle sera un grand cercle 
de* la sphère. 

Au point élevez oe perpendiculaire à pp\ et joignez pe ; la 
droite pe sera l'ouverture de compas qui servira à décrire les 
grands cercles sur la surface de la sphère. 
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Théorèmb VIII. 

Le plan tangent à la sphère est perpendiculaire, à V extrémité du 
rayon qui va du centre aupoint de contact. 

En général, si par un point M d'une surface on trace sur cette 
surface diverses courbes , les tangentes à toutes ces courbes au 
point M sont situées dans un même plan, et ce plan s'appelle le 
plan tangent à la surface au point M. 

Imaginons que par un point M on trace une courbe quel- 
conque MA sur la surface de la sphère (6g. 321) ; prenons un 
Fig. 321. point voisin M' sur cette courbe et me- 

nons la sécante MM' ; joignons le centre 
j^^ ?. de la sphère aux deux points M et M' ; 
le triangle MOM' élant isocèle, la per- 
pendiculaire OD, abaissée du sommet 
sur la base MM', passe par le milieu D 
de la base. Supposons maintenant que le 
point M' se rapproche indéfîniment du point M ; la sécante MS 
tournera autour du point M et tendra vers une position limite 
MT , qui est la tangente à la courbe MA au point M ; en même 
temps le point D, milieu de MM', vient en M , et la droite OD 
s'applique sur OH ; cette droite OD restant toujours perpendi- 
culaire à la sécante HS, on en conclut que le rayon OM est per- 
pendiculaire à la tangente MT. Ainsi la tangente MT à une 
courbe quelconque tracée sur la sphère par le point M est 
perpendiculaire au rayon OM qui va du centre de la sphère au 
point de contact. II en est de même pour toutes les courbes que 
Ton peut tracer par le point M sur la sphère. Les tangentes à 
ces diverses courbes au point H, étant toutes perpendiculaires 
au rayon OM, sont situées dans un même plan, le plan perpen- 
diculaire au rayon OM (V, 4). Ce plan, lieu des tangentes, est ce 
qu'on appelle le plan tangent. Ainsi le plan tangent à la sphère 
au point M est perpendiculaire à l'extrémité du rayon OM qui 
va du centre au point de conluct. 




270^ UVRE VH, 

Corollaire. Réciproquement, lorsqu'un plan est perpendicu- 
laire à r extrémité du rayon OM, il est tangent à la sphère au point M ; 
car il coïncide avec le plan tangent. 

Remarqdk I. Il est bon de remarquer que tous les points du 
plan langent sont situés hors de la sphère, excepté le point de 
contact ; car ces points sont à une distance du centre plus 
grande que la perpendiculaire OM, c'est-à-dire plus grande que 
le rayon. 

Remarque IL Dans un plan quelconque conduit par le dia- 
mètre PB, et coupant la sphère suivant 
un grand cercle ACB (fig. 322), menons 
du point extérieur P une tangente PC à 
ce cercle ; puis imaginons que la figure 
tourne autour du diamètre PB. Le cercle 
ACB engendrera la sphère, et la droite PC, 
qui lui reste constamment tangente et 
qui conserve la même longueur, décrira 
un cône circulaire droit. Ainsi toutes les 
tangentes que Von peut mener à une sphère 
par un point extérieur P sont égales et for^ 

ment un cône circulaire droit. Ce cône est circonscrit à la sphère 

et la touche suivant le petit cercle CMD. 




Fig. 333. 



Théorème IX. 

La surface engendrée par une ligne brisée régu* 
Hère, tournant autour d^un axe mené dans son plan 
et par son centre, est égale au produit de la cîr- 
conférence du cercle inscrit par la projection de la 
ligne brisée sur Vaxe. 

Oo appelle ligM brisée réguMère une ligne brisée 
plBuae telle qii» ABCD (fig. BS3}, qui a tous ses 
côtés églsiux et tous ses angles égaux. Il est clair 
que Ton peut faire passer une circonférence 
par tous les sommets de cette ligne biisée (III, 20) ; soit le 
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centre de cette circonférence ; si, du point comme i^entre^ avec 
un rayon égal à la perpendiculaire OB, abaissée du centre sur 
le milieu de Tune des cordes, on décrit uiie circonférence, celte 
seconde circonférence touchera tous les côtés en leurs milieux 
et sera inscrite dans la ligne brisée. 

Par le centre traçons une droite quelconque MN dans 1^ 
plan de la figure, et concevons que la ligne brisée tourne au* 
tour de cette droite MN, elle engendrera une surface que nous 
nous proposons d'évaluer. 

Considérons d'abord la surface engendrée par le côté AB; 
c'est la surface latérale d'un tronc de cône ; elle a pour mesure 
le côté AB multiplié par la circonférence décrite par le point K, 
milieu de AB (4) ; cette circonférence a pour rayon la perpendi- 
culaire £E' abaissée du point £ sur l'axe ; ainsi la surface engen* 
drée par le côté AB a pour mesure 

2icXEF/xAB. 

Nous allons transformer ce résultat. Des sommets de la ligne 
brisée abaissons des perpendiculaires sur l'axe, et parle point A 
menons une parallèle AH à l'axe, jusqu'à la rencontre de la per* 
pendiculaire BB'. Les deux triangles rectangles OEE', BAH sont 
semblables, comme ayant leurs côtés perpendiculaires chacun à 
chacun , savoir : OE perpendiculaire à AB, 0£' perpendiculaire 
BH et EE' à ÂH. On sait que, dans ce cas, les côtés homologues 
sont perpendiculaires entre eux (III, 9) ; le rapport du côté OE 
du premier triangle au côté homologue AB du second est égal 
au rapport du côté ££' du premier triangle au côté homologue 
AH du second, et l'on a 

oe_ee; 

ÎB~Aff 
On déduit de là 

ee'xab^oexah, 

et, en remplaçant la longueur AH par son égale A'B\ 
EE'XAB = 0BXA'B' 
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Si, dans la mesure de la surface du tronc de cône, on rejtnplaçe 
le. produit EE' X AB par le produit égal OE X A'B', on obtient 
l'expression 

âicXOExA'B'. 

Ainsi, la surface engendrée par le côté AB a pour mesure la 
circonférence de rayon OE, c'est-à-dire la circonférence in- 
scrite, multipliée par la projection A'B' de ce côté sur Taxe. 

De même, la surface engendrée par le côté BC a pour mesure 
la circonférence de rayon OF, qui est la même que la précé- 
dente, puisque OP égale OE, multipliée par sa projection B'C',et 
ainsi de suite. 

La surface engendrée par Chacun des côtés de la ligne brisée 
régulière est donc égale à la circonférence inscrite dans la ligne 
brisée, multipliée par la projection de ce côté sur l'axe. En ajou- 
tant ces diverses surfaces, on voit que la surface engendrée par 
la ligne brisée régulière ABGD est égale à la circonférence in- 
crite, multipliée par la somme des projections de ses différents 
côtés, c'est-à-dire par la projection A'D' de la ligne brisée elle- 
même sur l'axe. 

Définitions. 

1» On appellerons la portion de la surface de la sphère com- 
prise entre deux plans parallèles. 

Fig. 324. Ces plans coupent la sphère suivant 

M deux cercles AA', BB' (fig. 324), dont les 

a centres G et D sont situés sur le diainètre 
i MN perpendiculaire aux plans des bases. 
La hauteur de la zone est la distance 
des deux plans parallèles, ou. la distance 
CD des centres des deux bases. 
'^ La surface de la sphère est engendrée 

par la demi-circonférence MAN tournant autour du diamètre 
MN. Dans ce mouvement, l'arc AB engendre la zone. 

2«0n appelle zone à une base, ou calotte sphériqm, la portion 
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de la surface de la sphère délachée par un plan AA' (fig. 325). 

Fig. 329. Si Ton mène un diamètre MN perpendicu^ 

laire au plan de la base, la partie MG, corn- 

-\ ^ prise entre la calotte et la base, est la hau- 

-^^ teur de la calotte. On peut considérer la 

J calotte comme engendrée par Tare MA 

/ tournant autour du diamètre MN. 

y^ Le même plan détermine deux calottes, 

l'une AMA' plus petite qu'une demi-sphère, 

l'autre ANA' plus grande, et qui ensemble forment la sphère 

entière. 

THÉORÈMfirX. 

Vairt d^une zone est égal au produit de la circonférence d'un 
grand cercle par sa hauteur. 

Concevons inscrite dans l'arc AB (fig. 324) une ligne brisée 
régulière d'un très-grand nombre de côtés ; cette ligne brisée 
ayant pour limite l'arc AB, la surface engendrée par cette ligne 
aura pour limite la. surface engendrée par l'arc AB, c'est-à-dire 
la zone. Mais la surface engendrée par la ligne brisée régulière 
est égale à la circonférence inscrite, multipliée par sa projec- 
tion CD sur l'axe ; le rayon de la circonférence inscrite ayant pour 
limite le rayon OA de la sphère, on en conclut que la zone est 
égale à la circonférence d'un grand cercle multipliée par sa 
hauteur CD. 

De même, la calotte est égale à la circonférence d'un grand 
cercle multipliée par sa hauteur MG (fig. 325). 

Théorème XI. 

La surface d*une sphère est égale au produit de la circonférence 
d*un grand cercle par son diamètre. 

La surface de la sphère est engendrée par une demi-circonfé- 
rence MAN tournant autour d'un diamètre MN (fig. 324). Conce- 
vez inscrite dans la demi-circonférence MAN une ligne brisée 

THÉORIE. 18 
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régulière d'un très -grand nombre de côtés ; la surface engen- 
drée par cette ligne brisée aura pour limite la surface de la 
sphère. La projection de la ligne brisée sur Taxe étant le dia- 
mètre MN lui-même, on en conclut que la surface de la sphère 
est égale à la circonférence d'un grand cercle multipliée par le 
diamètre. 

Corollaire I. Si Ton désigne par r le rayon de la sphère, la 
circonférence d'un grand cercle étant exprimée par 27cr, la sur- 
face de la sphère aura pour mesure 27urX2r ou 47cr»; ce qui 
montre que la surface de la sphère est égale à quatre grands 
cercles. 

Corollaire IL Les aires de plusieurs zones appartenant à la 
mime sphère sont proportionnelles à leurs hauteurs, puisque cha- 
cune d'elles a pour mesure une circonférence de grand cercle 
multipliée par sa hauteur. 

Fig. 928. Il résulte de là que, si Ton partage le dia- 

^^--^T^^v^ mètre MN eu un certain nombre de parties 

/6z^^^^:z^ê\ égales, et que par les points de division on 

i^s.ZZl.i'IS:r:^ mène des plans perpendiculaires à ce dia- 

\7^r7^^i^^:^^ mètre, on divisera la surface de la sphère 

xT^'f""]^^ en zones équivalentes. 

N Si, par exemple, on divise le diamètre 

MN (flg. 326) en quatre parties égales, la sphère sera divisée 
en quatre zones égales ; chacune d'elles est équivalente à un 
grand cercle, et l'hémisphère à deux grands cercles. 

Applications numériques. 

1* Calculer la surface d'un ballon sphérique de 4" ,3 de diamètre. 

Si Ton appelle d le diamètre de la sphère , la surface d'un grand cercle sera 
^» eelle de la sphère icd^ En appliquant cette formule, on trouve 58,09 mè- 
tres can-és. 

2* Quel est le rayon d'une sphère ayant l mètre carré de surface? 
De la formule S = knr^ , on déduit 



'=\/li=V^='>"'»«^- 
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Z* Évaluer approzimatmmont la surface du globe terrestre. 
On sait que la circonfàrence de la terre est de 40000000 mètres. On peut écrira 
la surface knr^ sous la forme suivante : 

e2f = (*5Ë222«'=5O9OO00myrian.èlres carrés. 

4* Évaluer l'étendue des zones terrestres. 

La hauteur de la zone torride est d'environ 507 myriamètres , celle de cha- 
ean» des zones glaciales de 53 myriamètres, celle de chaoune des zones tem- 
pérées de 330 myriamètres. En multipliant la circonféreoce de la terre par 
ces hauteurs, on obtient la surface des zones. La zone torride a environ 
2030000 myriamètres carrés de superficie, les deux zones tempérées ensemble 
2640000, et les deux zones glaciales 420000. 



THéORÈBŒ Xn. 

Le volume engendré par un tiHangle^ tournant autour (tun ax$ 
mené dans son plan par un de ses sommets ^ a pour mesure la surface 
engendrée par le côté opposé à ce sommet, multipliée par le tiers de 
la hauteur correspondante, 

^ j„. 1° Supposons d'abord que le trian- 

B gle ABC (flg. 327) tourne autour d'un 

de ses côtés AG. Abaissons du point 
y B une perpendiculaire BD sur AG. Le 

\ volume engendré par le triangle ABC 

c N est la somme des volumes engen- 
drés par les deux triangles rec- 
tangles ADB, CDB; ces deux volumes sont des cônes circulaires 
droits, ayant pour base commune le cercle décrit par la droite 
DB, et pour hauteurs, le premier AD, le second CD. On a donc, 
pour le volume cherché, 

i«.BD'xAD4-i7c.BD*xCD=j7c.SD*XAG, 

O ô O 

quantité que nous écrirons sous cette forme 

^V.BDXAGXBD. 

Abaissons du sommet A une perpendiculaire AE sur le côté 
BG; les deux produits AGxBD, BGx AV, mesurant tous deux le 
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double de Taire du triangle ABC, sont égaux entre eux; si, dans 
la mesure du volume, on remplace le produit AC X BD par le 
produit égal BC X AE, il vient 

iir.BDxBCxAE, ou it.BDxBCx—. 

Dans le mouvement de révolution, le côté BG décrit la sur'» 
face latérale d'un cône circulaire droit, qui a pour mesure la 
circouférence de sa base, multipliée par la moitée de son côté, 

c'est-à-dire âir.BDx -g- ou tc.BDxBC. On voit par là que lé 

volume engendré par le triangle ABC a pour mesure la surface 
décrite par le côté BC, multipliée par le tiers de la hauteur cor- 
respondante AE. On aura donc 

vol ABC = surf BGX^. 

o 

Si l'angle G était obtus, la perpendiculaire BD tomberait en 
dehors du triangle, le volume engendré par le triangle ABC 
serait la différence de deux cônes, et aurait encore pour me- 
sure - ir . BD X AC, quantité que l'on transformerait de la même 

manière. 

2° Supposons maintenant que le 
triangle ABC (fig. 328) tourne au- 
tour d'un axe MN, mené dans son 
plan par un des sommets A. Pro- 
longeons le côté BC jusqu'à la 
rencontre de l'axe en D; le volume 
engendré par le triangle ABC est la différence des volumes en- 
gendrés par les dieux triangles ABD, ACD, tournant autour de 
leur côté AD. Mais, d'après ce que nous venons de démontrer, 

on a 

AF 
volABD=surfBDX^, 

volACD=surf CDx^. 
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Si Ton retranche ces deux quantités Tune de l'autre, et si Ton 
remarque que la surface engendrée par le côté BC est la diffé- 
rence des surfaces engendrées par les droites BD et CD» il 
vient 

vol ABC = surf BGX^. 

Ainsi, le volume engendré par le triangle ABC, tournant autour 
de l'axe MN mené par le sommet A, a pour mesure la surface 
engendrée par le côté opposé BC, multiplié^e par le tiers de la 
hauteur correspondante AK. 

Remarque. Nous avons supposé dans ce qui précède que le 
côté BC prolongé rencontre Taxe MN, c'est-à-dire n*est pas pa- 
Fig. 329. raiièle à l'axe. Il est clair que le résul- 

tat auquel nous sommes parvenus dans 
le cas général convient aussi au cas 
particulier où le côté BC (fig. 329} de- 
vient parallèle à l'axe; mais on peut 
M ï ï ô~¥ le démontrer directement. Des points B 

et C abaissons sur l'axe les perpendiculaires BF, CG; le volume 
engendré par le triangle ABC est égal au cylindre engendré par 
le rectangle FBCG, moins les cônes engendrés par les deux trian- 
gles rectangles ABF, ACG; le volume du cylindre a pour mesure 
Tc.ÂË'xBC; les volumes de deux cônes ont pour mesure, le 
premier -ir.AÊ'xAP, le second -ir. AË* XAG , ensemble 

iic . ÂP X (AF + AG) ou iîc . ÂE* X BC. Si l'on retranche du 

o o 

cylindre les deux cônes, il vient 

|it.ÂË'xBC, ou ÎTT.AEXBCX^. 

Mais la surface latérale du cylindre décrite par le côté BC a pour 
mesure 2ir. AE x BC. On a donc 

AE 
volABC=surf BCX^. 
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Théorème XIIL 

Le volmne engendré par un secteur polygonal régulier OABCD 
(fig. 330), tournant autour d'un axe MN mené dans son plan et par 
son centre, a pour mesure la surface décrite par la ligne brisée 
ABCD multipliée par le tiers de rapothème OE. 

Si l'on joint les deux extrémités d'une ligne brisée régu- 
lière ABCD au centre du cercle circonscrit, on forme le 
secteur polygonaPrégulier OABCD. Joignons le centre aux 
différents sommets, nous diviserons le secteur en trian- 
Fig. 830. gies isocèles égaux. Le volume engendré 

par le premier triangle AOB a pour me^ 
sure la surface décrite par le côté AB, mul- 
tipliée par le tiers de la perpendiculaire 
OE. Le volume engendré par le second 
triangle BOG a aussi pour mesure la surface 
décrite par le côté BC, multipliée par le tiers de la perpendicu- 
laire qui est égale à OE, et ainsi de suite. En faisant la somme, 
on voit que le volume engendré par le secteur polygonal a pour 
mesure la surface décrite par la ligne brisée ABCD, multipliée 
par le tiers de Tapothème OE. 




Théorème XIV. 

Le volume d'un secteur sphérique est égal au produit de la zone 
qui lui sert de base par le tiers du rayon, 

^'»- ^3*- On appelle secteur sphérique le volome 

engendré par un secteur AOB tournant 
autour d'un de ses côtés OB (fig. 331). 

Le secteur sphérique est limité par la 
zone que décrit l'are AB et par le cône que 
décrit le rayon OA. 

Concevons inscrite dans l'arc AB une 
ligne brisée régulière d'un très-grand 
nombre de côtés; le secteur polygonal régulier ayant pour li- 
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mite le secteur AOB, le solide engendré fàr le secteur polygonal 

régulier aura pour limite le secteur sphérique. On en conclut 

que le rolume du secteur sphérique est égal à la zone décrite 

F«. u% par l'arc AB, multipliée par le tiers du 

rayon. 

Remarque. Considérons le Tolume en- 
gendré par le secteur AOB (fig, 332) 
tournant autour d'un diamètre quelcon- 
que MN. D'après le même raisonnement, 
ce volume est égal à la zone décrite par 
l'arc AB, multipliée par le tiers du rayon. 




Théorème XV. 




Le volume (Tune sphère est égal au pro- 
duit de sa surface par le tiers du rayon. 

On sait que la sphère est engendrée par 
un demi-cercle tournant autour d'un dia- 
mètre MN (iig. 333). Concevons inscrite 
dans le demi-cercle MAN une Ugne brisée 
régulière d'un très-grand nombre de cô- 
tés; la surface engendrée par la ligne brisée régulière aura 
pour limite la surface de la sphère, et le volume engendré par 
le demi-polygone régulier le volume de la sphère. On en con- 
clut que le volume de la sphère est égal à sa surface multipliée 
par le tiers du rayon. 

Corollaire. Si l'on désigne par r le rayon de la sphère, sa 
surface étant représentée par 4nr% le volume sera donné parla 
formule 

Si Ton remplace le rayon par la moitié du diamètre, cette for- 
mule devient 
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Remarque. On peut arriver au volume de la sphère d'une 
manière beaucoup plus rapide. Concevons un polyèdre circon- 
scrit à la sphère, c'est-à-dire un polyèdre dont toutes les faces 
sont tangentes à la sphère. Si l'on joint le centre aux diffé- 
rents sommets, on le décomposera en autant de pyramides qu'il 
y a de faces. Le volume de chacune de ces pyramides est égal à 
la face qui lui sert de base, multipliée par le tiers de sa hau- 
teur, qui est un rayon de la sphère. En faisant la somme, on 
voit que le volume du polyèdre est égal à la somme des bases, 
c'est-à-dire à sa surface convexe, multipliée par le tiers du rayon. 
Si maintenant on suppose que le nombre des faces augmente in- 
définiment , le polyèdre circonscrit se rapprochera de plus en 
plus de la sphère, et l'on en conclura que le volume de la sphère 
est égal à sa surface multipliée par le tiers du rayon. 

Ce mode de raisonnement permet aussi d'évaluer le volume 
d'un secteur sphérique, non-seulement quand le secteur a pour 
base une calotte ou une zone, mais encore quand il a pour base 
une portion quelconque de la surface de la sphère. Dans tous 
les cas, le volume du secteur est égal à sa base multipliée par 
le tiers du rayon. 

Théorème XVI. 

Le volume engendré par un segment de cercle ABC, tournant au- 
tour d'un diamètre MN (fig. 334), est égal aux deux tiers d'un cy- 
Fig. 334. Undre ayant pour diamètre la corde AC du seg- 

mentf et pour hauteur laprqjectian DE de cette 
"\ corde sur Vaxe MN. 

\ Le volume engendré par le segment ABC 
) est égal au volume engendré par le secteur 
y AOC, moinç le volume engendré par le trian- 
^ gle AOC. Le volume engendré par le secteur 
AOC a pour mesure la zone décrite par Tare 
ABC, c'est-à-dire âw.OA.DE, multipliée par le tiers du rayon (14), 
ce qui fait 

|w.ÔA*.DE. 

3 
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Le votume engendré par le triangle ÀOG a pour mesure la sur- 
face engendrée par la droite ÀG, c'est-à-dire 2 1?. 01. DE (9), 
multipliée par le tiers de la perpendiculaire 01 abaissée du 
centre sur la corde AG (12), ce qui fait 

^it.ÔP.DE. 

En prenant la différence, on a ponr le volume cherché 

V=|ir.DE.((5Â*— ÔT); 

si l'on observe que OA — Si' égale Âl', il vient 
V=|it.ÂP.DE=iitÂÛ*.DE. 

O O 



Théorème XVII. 

Un segment de sphère est équivalent au cylindre qui a même hau- 
teur que le segment et sa base égale à la demi-somme des bases du 
segment t plus la sphère décrite sur la hauteur du segmerU comme 
diamètre. 



On appelle segment de sphère la portion 
de la sphère comprise entre deux plans 
parallèles AA', GG' (fig. 335). Menons un 
diamètre MN perpendiculaire aux plans des 
bases; le segment peut être considéré 
comme engendré par la révolution du tra- 
pèze curviligne DABGE tournant autour du 
diamètre MN. Il se compose du tronc de 
cône engendré par le trapèze rectiligne 

DAGE, plus le volume engendré par le segment de cercle ABC. 

Le tronc de cône a pour mesure (6) 



Fig. 


335. 
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^n.DE. (âd'+ cl* + ad.cb;. 
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Le volume engendré par le segment de cercle a pour mesure 

U.DE.ÏG". 

En faisant la somme, on trouve pour le volume cherché 

V = g^.DE.(2AD*+2CE' + 2AD.CE + ÏG> 

Cette expression peut être simplifiée. Menons CP parallèle 
à DE ; dans le triangle rectangle AGF, on a 

AG*=Cf+ÂF'=DE+(AD— CE)*, 

et, en développant, 

AC*=DÊ* + Sd' + C1' — 2AD.CE. 

Remplaçons ÂG' par sa valeur dans l'expression du volume, il 
vient 

V = i x.DE. (3ÂD* + 3.CE"+dF), 

b 

et par suite 

V = ^^.DE.(ÂB* + CÊ')+^7r.Dl'. 

La première partie représente le volume d'un cylindre ayant 
pour hauteur DE et pour base la demi-somme dés bases du 
•segment; la seconde partie désigne le volume de la sphère dé- 
crite sur DE comme diamètre. 

Applications nuxaériquet. 

!• Trouver le volume de gaz contenu dans un ballon sphérique de 4", 3 de 
diamètre. 

A Taide de la formule v= -^ , on trouve que le volume de gaz contenu dans 
le ballon est de 41,64 mètres cubes. 
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2*' Calculer le diamètre d'un boulet en fonte de 12 kilogrammes. 

Le mèlre cube de fonte pesant à peu près 7200 kilogrammes, le volume du 

12 1 

boulet est r^, ou — de mètre cube. On a donc 



d'où 



^^ = 655' 



3* Calculer la capacité d'une chaudière ayant la forme d'un segment de sphère. 
Le diamètre de la base est de 1",75 ; la profondeur de 0,68, 
Le volume du cylindre , ayant même base et même hauteur que le segment, est 

«.0 ,875*x 0,68= 1,6356. A la moitié, il faut ajouter la sphère -n.Ô^*=3 0,1 646, 

ce qui do&e 982 litres pour la capacité de la chaudière. 



EXERCICES SUR LE LIVRE VII. 

1. Un cylindre et un tronc de cône ont une base commune et même hauteur , 
quel doit être le rapport des rayons des deux bases du tronc de cône , pour que 
le volume du tronc de cône soit égal à la moitié du volume du cylindre? 

S. Un cône est circonscrit à une sphère donnée, et sa hauteur est doubla du 
diamètre de la sphère. Démontrer que la surface totale du cône est double de celle 
de la sphère, et que le volume du cône est aussi double de cielui de la sphère. 

3. On donne une sphère dont le rayon est 13 mètres; sur cette sphère on 
considère une zone à deux bases dont la surface est 100 mètres carrés. La dis- 
tance de l'une des bases au centre est 1 mètre. Quelle est la surface de l'autre 
base de la zone? 

4. Deux observateurs , placés chacun à bord d'un vaisseau à 3 mètres au- 
dessus du niveau de l'eau, cessent de s'apercevoir à une distance de 12600 mè- 
tres. Conclure de ces observations une valeur approchée du rayon de la terre. 

5. Le côté d'un cône est de 28" ,5 , la surface de sa base est de 6 mètres carrés. 
Calculer la surface du cercle dont le plan est distant de 2*", 75 du plan de la base. 

€. Un verre à pied de forme conique contient 1 litre; il à 0*,25 de diamètre 
à son bord supérieur, et il est rempli par de Teau et du mercure. Le poids de 
ces deux liquides est le même , et le poids spécifique du mercure est 13 ,598. 
On demande quelle est l'épaisseur de la couche formée par l'eau? 

7. Un réservoir a la forme d'un tronc de cône dont la base inférieure a 1 mè- 
tre de diamètre ; la surface supérieure de l'eau contenue dans ce réservoir a 
1",6 de diamètre; la profondeur de l'eau est 1",5. On y laisse tombef un bloc 
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cubique de marbre dont e côté est 0")4. A quelle ha teur le niveau s'élèvera- 
t-il; le bloc étant complètement submergé? 

8. On donne un cône droit dont la hauteur est de 20 mètres , et le volume 
de 387 mètres cubes. A quelle distance du sommet faut-il mener un plan pa- 
rallèle à la base pour en enlever un cône dont le volume soit de 95 mètres cubes? 

9. Démontrer la proposition suivante : 

Lorsque le côté d*un tronc de cône égale la somme des rayons des bases, la 
hauteur du tronc de cône est double de la moyenne géométrique des rayons 
des bases , et le volume s'obtient en multipliant la surface totale par le lixième 
de la hauteur. 

10. Calculer le volume engendré par un triangle équilatéral tournant autour 
d'un de ses côtés. 

11. Si par un point P pris dans le plan de la base d'une pyramide régulière, 
on élève une perpendiculaire à ce plan et qu'on la prolonge jusqu'aux points où 
elle rencontre les quatre faces latérales , la somme des distances du point P à 
ces quatre points d'intersection est constante, quelle que soit la position du 
point P dans l'intérieur de la base. 

12. Les volumes engendrés par un parallélogramme tournant successivement 
autour de deux côtés adjacents , sont en raison inverse des longueurs de ces côtés. ^ 

13. Le volume engendré par un triangle tournant autour d'une droite située 
dans son plan, est égal à Taire du triangle multipliée par la circonférence dé- 
crite par le point de rencontre des médianes du triangle. 

14. Le triangle ABC tourne autour d'une droite passant par le sommet A; 
mener une droite AD telle que les volumes engendrés par les triangles ABD 
et AGD soient égaux. 

15. Quand on déplace un polygone sphérique sur la surface de la sphère , on 
peut ramener d'une position à une autre en le faisant tourner autour d'une 
droite fixe passant par le contre de la sphère. 

16. Déterminer les ouvertures de compas qu'il faudra prendre pour diviser 
en quatre parties équivalentes la surface d'une sphère. 

17. Une calotte sphérique est équivalente au cercle qui a pour rayon la corde 
de l'arc qui engendre la calotte. 

18. Si l'on inscrit dans un demi-cercle un demi-polygone régulier d'un nom- 
bre pair de côtés, et qu'on circonscrive un demi-polygone régulier semblable, 
la surface de la sphère engendrée par le demi-cercle tournant autour de son 
diamètre est moyenne proportionnelle entre les surfaces décrites par les poly- 
gones. 

19. Mener une parallèle à la base d'un triangle , de manière que les volumes 
engendrés par les deux parties du triangle tournant autour de sa base soient 
équivalents. 



LIVRE HUITIÈME. 

LES SECTIONS CONIQUES. 

On appelle sections coniqtMs les trois espèces de courbes que 
l'on obtient quand on coupe un cône circulaire droit par un 
plan quelconque. Ces courbes jouent un grand rôle en mathé- 
matiques. Nous les étudierons d'abord séparément, chacune en 
vertu d'une définition particulière ; puis nous ferons voir que 
ce sont effectivement les sections planes du cône. 

ELLIPSE. 

Uellipse .est une courbe telle que la somme des distances de 
. chacun de ses points à deux points fixes est constante. Ces deux 
points fixes sont les foyers de Tellipse. 



Problème L 

Construire tellipse par points. 

Soient F et F (fig. 336) les deux foyers. Portez sur la droite 
F'F une longueur F'K égaie à la somme constante des distances 

de chacun des points de la courbe 
aux deux foyers. Du foyer F comme 
centre, avec différents rayons, dé- 
crivez une série de cercles. Soit D 
le point où l'un d'eux coupe la droite 
F'F; prenez une ouverture de com- 
pas égale à RD, et du foyer F comme 
centre, avec cette ouverture de com- 
pas, décrivez un second cercle, ce cercle coupera le premier en 
deux points M et M' appartenant à l'ellipse; car la somme des 
distances MF et MF du point M aux deux foyers est égale à la 
somme des deux rayons FD et KD, c'est-à-dire à la longueur 
donnée FR. 
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Répétez la même construclion pour chacun des cercles décrits 
du foyer F' comme centre ; et quand vous aurez ainsi obtenu 
un assez grand nombre de points, vous ferez passer à la main 
un trait continu par tous ces points, vous aurez Tellipse de- 
mandée. 

Problème II. 

Tracer VeUipse d't*n mouvement oantmi. 

On emploie la construction graphique que nous venons 
d'indiquer dans les épures sur le papier. Mais dans les arts, 
quand on veut tracer une ellipse sur une planche ou sur une 
feuille de carton, on a recours à un procédé beaucoup plus 
rapide. 

On fixe aux deux foyers F et F (fig. 337) deux pointes aux- 
quelles on attache les deux extrémités d'un fil ayant la lon- 
Fig. 337. gueur voulue. On tend ensuite le fil avec 

un 'style ou un crayon, que Ton fait mou- 
voir dans le plan en tenant le fil constam- 
ment tendu, et l'on décrit ainsi rellipse. 
Car, dans chacune des positions du fil, la 
somme des distances MF et MF' est égale 
à la longueur constante du fil . 

Ce mode de description montre bien que l'ellipse est une 
courbe fermée comme le cercle. 

Les jardiniers emploient ce même procédé pour tracer des 
ellipses sur le terrain. Ils plantent deux piquets auxquels ils 
attachent les extrémités d'une corde ; puis ils tendent la corde 
avec un troisième piquet qu'ils font mouvoir en tenant le fil 
constamment tendu. 

Remarques. 

1* On appelle axe d'une courbe une ligne droite qui divise 
la courbe en deux parties symétriques, c'est-à-dire en deux 
parties qui s'appliquent exactement l'une sur l'autre, quand on 
fait tourner la première autour de l'axe pour la rabattre sur la 
seconde. 
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n est aisé de voir que la droite AÂ' (fig. 338) menée par les 
deux foyers est un axe de Tellipse. Car, si Ton considère les 
deux points M et M' déterminés par 
rintersection de deux cercles décrits 
des foyers F et F comme centres, on 
, a deux triangles égaux FMF, FM'P, 

qui coïncident lorsqu on fait tourner 
la partie supérieure de la figure autour 
de la droite AA' pour la rabattre sur 
la partie inférieure ; le point M vient donc en M' ; et comme il en 
est de même pour tous les points deux à deux, Tare d'ellipse 
AMA' s'applique exactement sur Tare AM'A'. Ainsi la droite AA' 
est un axe de l'ellipse. 

2<' On appelle sommets les deux extrémités A et A' de Taxe. 

Nous ayons, dans la construction de Tellipse par points, porté 
sur l'axe, à partir du foyer F, la longueur F'K égale à la 
somme constante. Le point A, au milieu de FK, appartient à 
l'ellipse ; car, si l'on remplace la dislance AF par son égale AK, 
on Toit que la somme des distances AF' et AF de ce point aux 
deux foyers est égale à la somme constante F'K ; ainsi le point A 
est l'un des sommets. 

De même, si l'on porte sur l'axe, à partir de l'autre foyer F, 
la longueur FK' égale à FK, et si l'on prend le milieu dé FK', 
on aura le second sommet A'. Les deux longueurs AF et A'F' 
sont égales comme moitiés de longueurs égales FK, F'K', et 
les deux sommets A et A' sont également distants des deux 
foyers F et F. 

3*> II faut remarquer que la longueur de Vaxe kk' est égale à 
la somme constante des distances de chacun des points de rellipse 
axAX deux foyers. Car, si l'on remplace le segment A'F par son 
égal AF ou AK, on voit que la droite AA' est égale à la somme 
constante FK. 

k"" L'ellipse admet un second axe , la perpendiculaire BB' 
élevée sur le milieu de la droite FF'. En effet, du foyer F 
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comme centre, avec un rayon égal à FM, décrivons un premiëi 
cercle, et du foyer F, avec un rayon égal à F'M, un second cercle ; 
ces deux cercles, par leur intersection, détermineront deux 
nouveaux points N et N' de Fellipse. Les deux triangles FMF', 
F'NF sont égaux, comme ayant les trois côtés égaux chacun à 
chacun. Faisons tourner la partie BAB' de la figure autour de 
la droite BB', pour la rabattre de l'autre côté ; la droite OF 
s'applique sur OF' ; l'angle OFM étant égal à OF'N dans les 
deux triangles égaux, la droite FM prend la direction P'N , et, 
comme ces deux droites sont égales, le point M tombe en N. 
Ainsi 9 la partie BAB' s'applique exactement sur l'autre partie 
BA'B', ce qui montre que la droite BB' est aussi un axe de 
l'ellipse. 

On détermine les deux extrémités de l'axe BB', ou les deux 
sommets B et F, par l'intersection de deux cercles égaux dé- 
crits des foyers comme centres, avec un rayon égal à la 
moitié OA de ÂA'. Car les deux distances BF et BF' étant égales 
entre elles, chacune d'elles est égale à la moitié de la somme 
constante, et par conséquent à la moitié du premier axe. 

Ce second axe BB' est plus petit que le premier AA' ; car la 
ligne droite BB' est plus petite que la ligne brisée BF + PB', qui 
est égale à AA'. C'est pourquoi on a donné à l'axe AA' la quali- 
fication de grand axe, et à l'axe BB' celle de petit axe. On désigne 
ordinairement par 2a la longueur du grand axe, et par 26 celle 
du petit axe. 

Les deux axes divisent Tellipse en quatre parties égales. 

5*" On appelle cerure d'une courbe un point tel, que tous les 
points de la courbe sont situés deux à deux sur une droite pas- 
sant par le centre, et à égale distance de part et d'autre. 

Le point 0, intersection des deux axes, ou milieu de la dis- 
tance FF' des foyers, est le centre de l'ellipse. En effet, soit M un 
point quelconque de l'ellipse ; joignons MO et prolongeons cette 
droite d'une longueur ON' égale à OM ; les deux diagonales FF, 
MN' se coupant mutuellement en deux parties égales, le qua- 
drilatère FMF'N' est un parallélogramme, et les côtés opposés 
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sont égaux. La somme des distances NT et NT du point N' aux 
deux foyers élant égale à la somme MP'+MP, le point N' ap- 
partient aussi à rellipse. Ainsi les deux points M et N' de l'el- 
lipse sont situés sur une droite MN' passant par le point et.à 
égale distance de part et d'autre. Il en est de même de tous les 
points deux à deux. Donc le point est centre de Tellipse. 

6° La forme et les dimensions de l'ellipse dépendent de la 
Fig. 339. distance FF' (fig. 339) des foyers et de la 

somme constante AA'. Nous avons vu 
comment on en déduit la longueur BB'du 
petit axe. Réciproquement, les longueurs 
AA' et BB' des deux axes peuvent servir 
à définir la courbe. Dans ce cas, on 
commence par déterminer les foyers. 
Pour cela, de Tune des extrémités *B du petit axe comme cen- 
tre, avec un rayon égal au demi-grand axe OA, on décrit une 
circonférence qui coupera le grand axe en deux points F et F'; 
Tellipse, dont les foyers sont F et F' et le grand axe AA', admet 
pour petit axe la droite BB'. Une fois les foyers déterminés» on 
construit Tellipse par points, ou bien on la trace d'un mou- 
vement continu, comme nous l'avons expliqué. 

7» On appelle excentricité le rapport de la distance FF des 
foyers au grand axe AA'. 

L'ellipse est une courbe fermée plus ou moins allongée ; sa 
forme dépend de l'excentricité. Quand l'excentricité est nulle, 
les deux foyers se confondent avec le centre ; la distance d'un 
point quelconque de l'ellipse au centre est constante, et l'ellipse 
se réduit rigoureusement à une circonférence de cercle. Quand 
l'excentricité est très-petite, les foyers sont très-rapprochés du 
centre; les deux axes diffèrent peu l'un de l'autre, l'ellipse est 
arrondie et peu différente d'un cercle. A mesure que l'excentri- 
. cité augmente, le grand axe étant supposé constant, les foyers 
s'écartent, le petit axe diminue, et l'ellipse prend une forme de 
plus en plus aplatie. 

THÉORIE. 19 
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8« On appelle rayons vecteuars les deux droiles qui vont des 
deux foyers à un même point de l'ellipse. 

D'après la définition de^l'ellipse, la somme des deux rayons 

vecteurs de chacun des points de l'ellipse est constante et égale 

au grand axe. 

Théorème I. '^ 

La somme des distances d'un point intérieur à Cellipse aux deux 
foyers est plus petite que le grand axe, La somme des dislances cTun 
point extérieur est plus grande que le grand axe. 

Considérons d'abord un point N (fig. 340) situé à l'intérieur 
de l'elJipse. Joignons ce point aux deux foyers et prolongeons 
Fig. 34»; la droite P'N jusqu'à sa rencontre avec 

l'ellipse en M. La ligne droite NF est 
plus courte que la ligne Brisée NM +MF; 
en ajoutantîle part et d'autre la même 
longueur F'N, on voit que le chemin 
FN+NF est plus petit que F'M+MF, c'est- 
à-dire plus petit que 2a. 
Considérons maintenant un point P situé hors de l'ellipse ; la 
droite PF' rencontre l'ellipse en un point M. La ligne brisée 
MP4- PF est plus grande que la ligne droite MF; en ajoutant de 
part et d'autre la même longueur FM , on voit que le chemin 
FP + PF est plus grand que F'M + MF, c'est-à-dire plus grand 
que 2a. 

Corollaire. II est clair que les réciproques sont vraies. Lors- 
que la somme des distances d'un point du plan aux deux foyers 
est plus petite que le grand axe, le point est intérieur à l'eltipse. 
Lorsque la somme est plus grande que le grand axe, le point est 

extérieur. 

Théorème IL 

L'ellipse est le lieu des points également distants (Tun foyer F et du 
cercle décrit de l'autre foyer F' comm^ centre, avec un rayon égal 
au grand axe. 

Si l'on joint les foyers à un point quelconque M de Tellipse» 
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et si Ton prolonge le rayon Tccteur Fltf (fig. 341) d*une longueur 
Fig. 841. MH égale à HF> on job-^ 

lient une longueur FH 
constante et égale à 2a. 
Le lieu du point H est 
donc la circonférence de 
cercle décrite du foyer F' 
comme centre un rayon 
égal à Sa. La portion MH 
du rayon étant le plus 
court chemin du point H à 
cette circonférence (II, 6), 
il en résulte que le point M 
de Tellipse est également 

distant du foyer F et de la circonférence. On a donné à ce 

cercle le nom de cercle directeur. 




Théorème III. 



La tangente à TcUipse fait des angles égaux avec les rayons vec* 
tewrs qvi vont du paifU de c<mtact avec deux foyers. 

Prenons deux points Toisins M et 
M' (fig. 342} sur l'ellipse. Du foyer F 
comme centre» avec FM' pour rayon, 
décrivons un arc de cercle qui cou- 
pera en G le rayon vecteur FM; la 
longueur MG représente la différence 
des deux rayons vecteurs FM et FM', 
ou la diminution qu'éprouve le rayon vecteur FM quand on passe 
du point M au point voisin M'. De même, si du foyer F comme 
centre, avec FM' pour rayon, on décrit un arc de cercle qui 
coupera en D le rayon vecteur F'M prolongé, la longueur MD 
représentera la différence des deux rayons vecteurs F'M et F'M', 
ou l'accroissement qu'éprouve le rayon vecteur VU quand on 
passe du point M au point M*. Ainsi, quand on passe du point M 
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au point M', le rayon vecteur FM éprouve une diminution MC, 
"landis que l'autre rayon vecteur F'M éprouve un accroissement 
MD. Puisque, d'après la nature de l'ellipse, la somme des deux 
rayons vecteurs FM+F'M reste constante, l'augmentation de 
Tun est égale à la diminution de l'autre, et par conséquent les 
deux longueurs MG et MD sont égales. 

Par les deux points M et M' menons la sécante HS ; dans les 
deux cercles considérés précédemment, traçons les cordes M'G 
et M'D. Sur la sécante MS portons une longueur MG, arbitraire, 
mais invariable , et par le point G menons GH parallèle à M'C 
et GK parallèle à M'D ; à cause des parallèles, on a les rapports 
égaux 

MC_MM'_MD. 

MH-MG^MK' 

puisque les deux longueurs MG et MD sont égales, il en résulte 
que les deux longueurs MH et MK sont aussi égales. 

Supposons maintenant que le point M' se rapproche indéfi- 
niment du point M ; la sécante MS tend vers une position limite 
MT (fig. 347), qui est la tangente à l'ellipse. En même temps, 
les points G et D se rapprochent du point M, les cordes M'C et 
M'D prolongées, tendent vers les tangentes aux cercles décrits 
des points F et F' comme centres avec FM et FM pour rayons 
et, par conséquent, deviennent perpendiculaires aux rayons PM 
et FM; leurs parallèles GH et GK prennent aussi, les direc- 
tions perpendiculaires à ces mêmes rayons, et les angles H 
et K deviennent droits. 

Fig. 343. Les limites des deux triangles 

MGH, MGK sont deux triangles rec- 
tangles (fig. 343) ; ces deux trian- 
gles , ayant l'hypoténuse MG com- 
mune et les côtés MH et MK égaux 
entre eux, comme limites de lon- 
gueurs égales, sont égaux; d'où l'on 
conclut l'égalité des deux angles 
GMH, GMK. Il en résulte que la tangente MT à l'ellipse divise 
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en deux parties égales l'angle FHK formé par l'an des rayons 
vecteurs MF et le prolongement de l'autre F'M. 

L'angle FMT étant égal à son opposé par le sommet GMK» 
on voit que la tangente TT fait, avec les deux rayons vecteurs 
qui vont au point de contact, des angles égaux FMT, FMT'. 

Corollaire I. On appelle normale à une courbe, en un point 
ng. 344. de cette courbe, la perpendiculaire à 

la tangente en ce point. Menons au 
point M (fig. 344) une perpendiculaire 
MN à' la tangente TT', nous aurons la 
normale à l'ellipse. Les deux angles 
FMN, FMN sont égaux , comme com- 
plémentaires des angles égaux FMT, 
F'MT'; ainsi la normale à VeUipse au point M est bissectrice de 
îangle FMF* des rayons vecteurs qui wnt de ce point aux deux 
foyers. 
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Considérons en particulier le sommet B 
(fig. 345) du petit axe; cet axe BB', di- 
visant en deux parties égales l'angle 
FBF' des rayons vecteurs, est normal à 
l'ellipse en B et de même en B'. Les 
tangentes en B et B^ étant perpendi- 
culaires à la normale, sont les paral- 
lèles GH, KL au grand axe AA'. 
Au sommet A du grand axe, l'angle des rayons vecteurs est 
nul et la bissectrice, ou la normale, coïncide avec AA'. Puisque 
Fig. 346. le grand axe est normal à la courbe en 

A et A, les tangentes en ces deux points 
ont les pcrpendi c ulaires GL, HR. 

Corollaire III. Supposons qu'une 
lumière soit placée au foyer F (fig. 346) 
d'ime ellipse ; les rayons lumineux, par- 
tant du point F, se réflécbissent sur Tellipse en faisant un angle de 
réflexion égal à l'angle d'incidence. Soit FM l'un de ces rayons; 
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menons la tangente TT à Tellipse en ce point ; le rayon réfléchi, 
devant faire avec MI* un angle égal à FMT, sera dirigé suivant 
W. Ainsi les rayons réfléchis viennent tons concourir au second 
foyer F j où ils forment une image très-brillante de la flamme 
placée au premier foyer F. C'est de là que vient la dénomination 
de foyer. 

Le lieu des projections des foyers sur les tangentes à FeUipse est le 
cercle décrit sur le grand axe comme diamètre. 

Soit II' la tangente au point M (fig. 347); prolongeons le 
«g. M. rayon vecteur FM d'une longueur HH 

égale à l'autre rayon vecteur MF; la 
tangente MI, étant bissectrice de l'angle 
au sommet du triangle isocèle FMH, est 
perpendiculaire sur le milieu de la 
base FH; ainsi, le point I, milieu de la 
droite FH, est la projection du foyer F 
sur la tangente. Joignons ce point au 
centre de l'ellipse. La droite 01, qui divise en deux parties 
égales les cétés F'F, FH du triangle FFH, est parallèle au troi* 
tàème côté FH, et en est la moitié; la longueur FH étant égale 
& 2a, la distance 01 est constante et égale à a. Donc le lieu du 
point I est la circonférence de cercle décrite du point comme 
centre, avec OA pour rayon. 




Problème III. 

Mener une tangente à F ellipse en un 
point M donné sur l'ellipse. 

Prolongez le rayon vecteur FM 
(6g. 348) d*une longueur MH égale à 
l'autre rayon vecteur MF , et par le* 
point M menez une droite Tr perpen- 
diculaire à FH ; vous aurez la tangente demandée. 
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Gari dans le triangle isocèle FMH, la droite HT, perpendicu- 
laire abaissée du sommet sur la base FH, divise Tangle au 
sommet en deux parties égales. Cette droite étant bissectrice de 
l'angle FMH, formé par l'un des rayons vecteurs et le prolon- 
gement de Fautre, coïncide avec la tangepte à Tellipse. 

Remarque. Il est bon de remarquer que tous les points de la 
tangente , excepté le point de contact M, sont situés hors de 
l'ellipse. Soit P un point quelconque de la tangente; joignons 
ce point aux deux foyers et au point H. La tangente étant per- 
pendiculaire sur le milieu de FH, la distance PF égale PH, et 
par conséquent la ligne brisée F'P + PF égale la ligne brisée 
FP-fPH; mais cette dernière est plus grande que la ligne 
droite FH, qui est égale à 2a, puisqu'on a prolongé le rayon 
vecteur FM d'une longueur MH égale à MF; la somme des dis- 
tances du point P aux deux foyers étant plus grande que 2a, ce 
point est situé hors de l'ellipse (1). 

La ligne brisée F'M -f- MF est le plus court chemin allant du 
point F au point P en passant par un point de la tangente. 

On dit qu'une ligne brisée est convexe^ lorsqu'elle est située 
tout entière d'un même côté par rapport à chacun de ses côtés 
indéfiniment prolongé. De même, on dit qu'une courbe. est 
convexe lorsqu'elle est située tout entière d'un même côté par 
rapport à chacune de ses tangentes indéfiniment prolongée, 
n résulte de ce qui précède que Fellipsc est une courbe fermée 
convexe. 

Problème IY. 
Mener une tangente à V ellipse par un point extérieur P. 

Supposons le problème résolu et soit PM (fig. 349) une tan- 
gente passant par le pohit P. Si l'on prolonge le rayon vecteur 
FM d'une longueur MH égale à FM, on sait que la tangente PM 
est perpendi(nilaire sur le milieu de FH ; la question revient 
donc à déterminer le point H. Puisque la droite FH est égale 
à 2a, le point H est situé sur la circonférence décrite du foyer F' 
comme centi*e avec un rayon égal à 2a; d'autre part, la dis- 
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tance PH étant égale à PF, le point H appartient à- la circonfé- 
rence décrite du point P comme centre avec \in rayon égal à 
Fig. U9. PF; le point H est donc à Tinter- 

section de ces deux circonféren- 
ces. On déduit de là la construction 
suivante : 

Du foyer F comme centre, avec 
un rayon égal h 2a, décrivez un 
cercle. Du point P comme centre, 
£^vec un rayon égal à la distance 
PF de ce point à Tautre foyer, 
décrivez un second cercle, qui coupera le premier au point 
H. Joignez FH, et du point P menez une perpendiculaire à la 
droite FH, vous aurez la tangente demandée. Le point de con- 
tact M sera déterminé par l'intersection de la tangente avec la 
droite F'H. 

Les deux cercles se coupent en un second point H'; en me- 
nant de même du point P une perpendiculaire à FH', on aura 
une seconde tangente PM', dont on déterminera le point de con- 
tact M' à raide de la droite F'H'. 




Remarque. Il est aisé de voir que, lorsque le point P est exté- 
rieur à l'ellipse, les deux circonférences se coupent efTeclivement 
en deux points H et H', ce qui revient à dire qu'avec les trois 
côtés PF', PF, 2a on peut construire un triangle PF'H; il suffit 
pour cela de démontrer que chaque côté est plus petit que la 
somme des deux autres (II, P. 4). Le côté PF', étant moindre 
que la ligne brisée PF + FF', est à plus forte raison moindre 
que la somme PF-f ÂA' des deux autres côtés. De même le 
côté PF est moindre que PF' + î^'P» et à plus forte raison moin- 
dre que PF + AA'. Si le point P est extérieur à l'ellipse, on a 
PF + PF>AA', et par conséquent le cOté AA' est plus petit 
que la somîne des deux autres. Il en résulte que d'un point 
extérieur P on peut toujours mener deux tangentes à l'ellipse, 
ce qui est d'ailleurs évident à l'inspection de l'ellipse. 

Il est à remarquer que ces constructions peuvent être effec- 
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tuées sans que l'ellipse soit tracée. Il suffit que ron connaisse 
les foyers et le grand axe. 

Problème V. 




Mener à rdlipse une tangente^parallèle à une droite donnée KL. 

Supposons le problème résolu, et soit ST une tangente paral- 
lèle à KL (fig. 350}.. Si Ton prolonge F'M d'une longueur MH 
Fig. 3S0. égale à MF, on sait que la tan- 

gente est perpendiculaire sur- le 
milieu de FH. On en déduit la 
construction suivante : 

Du foyer F' comme centre, avec 
un rayon égal au grand axe, dé- 
crivez un cercle ; par l'autre foyer F 
menez une droite FH perpendicu- 
laire à la droite donnée KL; cette 
droite coupera la circonférence en 
. \ / /' ■ un point H; sur le milieu de FH 

^-"fw" élevez une perpendiculaire ST, 

'' vous aurez la tangente demandée. 

Le point de contact sera déterminé par Tintersection de la tan- 
gente avec la droite F'H. 

La droite FH prolongée rencontre la circonférence en un se- 
cond point H'; en élevant une perpendiculaire sur le milieu 
de FH', on obtiendra une seconde tangente S'T', dont on déter- 
minera le point de contact M' par la droite F'H'. Ainsi, on peut 
toujours mener deux tangentes parallèles à une droite donnée. 

Remarque. II est facile de reconnaître que les tangentes en 
deux points M et M' situés aux extrémités d'un même diamètre 
MOM' sont parallèles ; car^les sécantes menées par deux points et 
par les deux points diamétralement opposés sont parallèles, et 
par conséquent les tangentes, ou les limites de ces sécantes, sont 
parallèles. Réciproquement, les points de contact M et M' de 
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deux tangentes parallëes sont situés aux extrémités d'un même 
diamètre. 

Problème VI. 

Une ellipse étant définie par ses foyers et son grand axe^ détermi- 
ner les points où elle est coupée par une droite donnée MM'. 

Soit M l'un des points où la droite donnée coupe Teliipse 
(fig. 351); joignons ce point aux deux foyers et prolongeons le 

rayon vecteur P'M d'une Ion* 
gueur MH égale à MF; le 
point H appartient au cercle 
directeur décrit du foyer F 
S comme centre ; si du point M 
i comme centre, avec un rayon 
/ égal à MF, on décrit un cercle, 
ce cercle sera tangent en H 
au cercle directeur; en abais- 
sant du foyer F une perpen- 
diculaire sur la droite donnée et prolongeant cette perpen- 
diculaire d'une longueur égale à elle-même, on obtient un 
second point Pi appartenant à ce même cercle. La question 
revient donc à trouver le centre M d'un cercle passant par les 
deux points donnés F et Fi et tangent au cercle directeur. Pour 
cela, par les deux points F et Fi on fait passer un cercle quel- 
conque qui coupe le cercle directeur en deux points KetK'; du 
point I, intersection des deux droites FFi et KK', on mène une 
tangente IH au cercle directeur; le point M, où la droite FM 
coupe la droite donnée, sera l'un des points cherchés. 
On a, en effet (III, 18), 




lH=IKxIK' = IFxlFi; 

donc le cercle qui passe par les trois points F, Fi, H est tangent 
en H à la droite IH et par conséquent au cercle directeur. €omme 
on peut mener du point -I deux tangentes au cercle directeur, 
on aura deux points d'intersection M et M'.- 
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Lorsque le point Fi est situé à l'intérieur du cercle directeur, 
il y a deux solutions. Lorsque le point Fi est situé sur le cercle, 
les deux points se confondent et la droite est tangente à l'el- 
lipse. Enfin, quand le point Fi est situé hors du cercle, la droite 
ne rencontre pas l'ellipse. 

TnéoRiHE y. 

Si d'un point extérieur P on mène deux tangentes à une ellipse j la 
droite FP qui va du foyer F au point P est bissectrice de Vangle des 
rayons vecteurs FM, FM', qui vont de ce foyer aux' deux points de 
contact (6g. 352). 

Prolongeons le rayon FM d'une longueur MH égale à MF' et 

y. jj^ de même FM' d'une longueur M'ir 

égale a M'F'; les tangentes étant 

perpendiculaires sur les milieux de 

FH et de F'H', on a PH = PF et 

PH' = Pr; les deux triangles FTH, 

HTF, &ont égaux comme ayant les 

trois côtés égaux chacun à chacun» 

savoir : FH=FH'=2a, PH=PF, 

PF=PH'; on en conclut que les angles PHM, PFM' sont égaux ; 

mais l'angle PHM est égal à PFM; donc les angles PFM, PFM' 

sont égaux et la di^oite FP est bissectrice de l'angle MFM'. 

Théorèbie VL 

Les tangentes menées cTun point extérieur P à une eUipse font 
des angles égaux avec les droites qui joignent ce point aux deux 
foyers. 

Dans les mêmes triangles égaux (flg. 352), on a les angles 
égaux FPH, H'PF; en retranchant la partie commune FPF, 
on a FPH=FPH', et, en prenant la moiUé, FPM=:FPM'. 
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Théorème VIL 

Le produit des distames des deux foyers iune ellipse à une tan- 
gente quelconque est constant. 

Soient FH, F'H' les perpendiculaires 
abaissées des foyers sur une première 
tangente (fig. 353) ; FK, F'K' les per- 
pendiculaires abaissées sur une se- 
conde tangente, P le ' point de ren- 
contre des deux tangentes. En vertu 
du théorème précédent, les triangles rectangles FPH, F'PK' sont 
. semblables, ainsi que les triangles FPR, FPH', et l'on a 




d'où 



FH 
F'K'' 



FP 



FK. 
'FH'* 



FHxF'H' = FKxF'K'. 



En considérant la tangente parallèle au grand axe, on voit que 
ce produit constant est égal à b*. 

Théorème VIII. 



La section <Fun cylindre circulaire droit par un plan quelconque 
F»8- 354. oblique à la base est une 




Par Taxe CC du cylindre 
(fig. 354) , menons un plan 
perpendiculaire au plan sé- 
cant; nous prendrons ce 
plan pour plan de la figure. 
Ce plan coupe le cylindre 
suivant deux génératrices 
opposées GG', HH', et le plan 
sécant suivant une droite 
AA'. Dans le plan de la figure, décrivons deux cercles G et G' tan- 
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gents à la droite AÀ' et aux deux génératrices GG^ HH' du cylin- 
dre ; il sufQt pour cela de mener les bissectrices des angles A et A', 
^ jusqu'à leur rencontre en G et G' avec Taxe du cylindre ; si du point 
G comme centre, avec un rayon égal au rayon du cylindre, on 
décrit un cercle, ce cercle touchera les génératrices en G et H, et 
la droite AA' au point F; le cercle décrit du point G' comme 
centre touclicra de même les génératrices en G' et H' et la droite 
AA' au point F'. Imaginons maintenant que la figure tourne 
autour de Taxe CC' ; la génératrice GG' engendrera la surface 
du cylindre, tandis que les deux cercles engendreront deux 
sphères inscrites dans le cylindre et le touchant intérieurement, 
la première suivant la circonférence de grand cercle GLH, la 
seconde suivant la circonférence de grand cercle G'L'H^ En 
outre, les deux sphères seront tangentes au plan proposé, la 
première au point F, la seconde au point F'. En effet, le plan 
delà figure elle plan proposé sont perpendiculaires entre eux; 
la droite CF, qui est tracée dans le premier plan perpendicu- 
lairement à leur intersection AA', est perpendiculaire au se- 
cond plan (V, 22); le plan AMA', étant perpendiculaire à 
l'extrémilé du rayon CF, est tangent à la sphère G au point F. 
On verrait de même que ce plan est tangent à la sphère G' au 
point F. 

Gela posé, soit AMA' la courbe suivant laquelle le plan sécant 
coupe le cylindre; joignons un point quelconque M de cette 
courbe aux deux points F et F' ; par le point M passe une géné- 
ratrice LL' du cylindre , et cette génératrice touche la sphère 
supérieure au point L, la sphère inférieure au point L^ Les 
deux droites MF, ML, tangentes menées du même point M à la 
sphère G, sont égales (VU, 8) ; de même,lesdcux droites MF', ML', 
tangentes menées du point M à la sphère inférieure, sont égales. 
Ain^i la somme des distances MF-f MF' est égale à ML-}- ML', 
c'est-à-dire à la portion LL' de génératrice comprise entre les 
deux cercles de contact; longueur constante, car dans le mou- 
vement de révolution autour de GG', la génératrice GG' vient 
coïncider avec LL'. On voit par là que la somme des distances, 
de chacun des points de la courbe aux deux points fixes F et F' 
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est constante et égale à G6^; on en conclat que la courbe est 
une ellipse dont les foyers sont F et F. 

Corollaire. Considérons la droite DE, intersection du plan 
sécant et du plan du cercle GLH, suivant lequel la sphère supé- 
rieure touche le cylindre. Cette droitç jouit d'une propriété re- 
marquable qui lui a fait donner le nom de directrice; c'est que 
le rapport des distances de chacun des points de rellipse au foyer F 
et à la directrice correspondante DE est constant. Par le point M 
menons un plan perpendiculaire à Taxe du cylindre; ce plan 
coupera le cylindre suivant un cercle NMN'. La droite DE, In- 
tersection de deux plans perpendiculaires au plan de la figure, 
est elle-même perpendiculaire à ce plan, et par suite à la droite 
AÂ'; il en est de même de la droite MP, intersection du plan du 
cercle et du plan sécant. Le rayon vecteur MF étant égal à ML 
ou à NG, et la perpendiculaire abaissée du point M sur la di- 
rectrice DE étant égale à PD, le rapport des distances du point M 

NG 
au foyer et à la directrice -est exprimé par ^ ; mais, à cause 

des parallèles PN, GD, ce rapport est égal à celui de AG à AD, 
rapport constant, puisque ces deux dernières longueurs sont 
constantes. 

Au foyer F correspond ja directrice DE; au foyer F^ corres- 
pond la directrice D'E', droite d'intersection du plan sécant et 
du plan de contact G'H'. 

Du point A' menons la droite A'K perpendiculaire à CC. 
Nous avons vu que 1er grand axe AA', ou la somme constante 
des distances d'un point de l'ellipse aux deux foyers F et F, est 
égal à GG'. Si l'on retranche de part et d'autre les quantités 
égales AF et AG, AT et A'H' ou KG', il reste des quantités 
égales W et AK. A cause des parallèles GD, A'K, on a 

AG_AK 
AD"'AA'' 

On conclut de là que le rapport constant des distances d'un 
point quelconque de l'ellipse à un foyer et à la directrice cor- 
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respondanle est égal au rapport de la distance FF des foyers 
au grand axe AA', c'est-à-dire à rexcenlricité de rdlipse. 

Théorème IX. 

La projeclùm d'un cercle -sur un plan quelconque est une ellipse. 

Pour fixer les idées, nous projetterons le cercle sur un plan 
horizonfaL Supposons que le plan du cercle ABA'B' coïncide 
d*abord avec le plan horizontal, puis qu'on 
le fasse tourner d'un certain angleî autour 
d'un diamètre AA' (fig. 355); dans cette 
position, le cercle se projettera sur le plan 
^i horizontal, suivant une courbe fermée 
ABiA'B'i. D'un point quelconque M .du 
cercle abaissons une perpendiculaire MP 
sur le diamètre AA'; dans le mouvement 
de rotation, la droite MP reste per* 
pendlculaire à ce diamètre , et sa projection MiP est aussi per- 
pendiculaire h AA'. De même le rayon 06, perpendiculaire 
à AA', se projette en Ofii. Ou a, dans l'espace deux triangles 
rectangles semblables MPMt, BOBi, d'où l'on déduit les rap- 
ports égaox -m =-7T^- Ainsi, le rapport des ordonnées corres- 
pondantes M|P et MP, perpendiculaires à l'axe de rotation AA', 
est constant. 

Faisons de même tourner le plan de la courbe BiAB'i autour 
de la droite BiB'i d'un angle égal à celui dont on a fait tourner 
le plan du cercle ABA' autour de AA', et, quand la courbe est 
amenée dans cette position, projetons-la sur le plan horizontal, 
ce qui donne une nouvelle courbe fermée BiAiB'iA't. La perpen- 
diculaire MiQ, abaissée d'un point quelconque Mide la courbe 
sur Taxe de rotation fiiB't, reste perpendiculaire à cette droite; 
sa projection M«Q est aussi perpendiculahre à fiiB'i, et l'on ver- 

MdQ 
rait, comme précédemment, que le rapport j^ est constant 
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OA. 
et égal à jr^. Si les deux angles dièdres AA', BiB'i sont égaux, 

ce que nous avons supposé, les deux triangles rectangles MPM^ , 
M1QM2 dans l'espace 9 ayant les angles en P et en Q égaux, sont 

semblables et donnent les rapports égaux jprr = -r^ ; ainsi, 

dans ce cas, le rapport constant est le même de part et d'autre. 
En remplaçant les longueurs MiO, MiP par les longueurs égales 

OP, OQ, on a 7)k- = ¥m; '^s deux triangles rectangles OQM,, 

OPM, situés dans le plan horizontal, ont donc un angle égal com- 
pris entre deux côtés proportionnels, et par conséquent sont sem- 
blables; Fangle M2OQ est égal à OMP et partant complémentaire 
de HOP; il en résulte que la direction OM2 coïncide avec la 
direction OM. On a aussi les rapports égaux, 

OM2_0Q_MiP_0Bt 
0M~MP — MP~"0B' 

ainsi le rapport jrr^ est constant, et par conséquent la troisième 

courbe AsBiA'tB^ est semblable à la première ABA'B' et sembla- 
blement placée, le point étant le centre de similitude (III, 13). 
Puisque la première est un cercle, la troisième est aussi un cercle. 

Cela posé, considérons le cylindre droit, qui a pour base le 
cercle AjBiA'jB'i, et dont les arêtes sont verticales; sur ce cy- 
lindre est située la courbe AB^A'B'i, dans la position que nous 
lui avons donnée ; en d'autres termes , la courbe est une section 
plane du cylindre ; en vertu du théorème précédent, cette courbe 
est donc une ellipse. Ainsi, la projection du cercle ABA'B' sur 
le plan horizontal est une ellipse. 

Corollaire. On déduit de là un moyen très-simple de con- 
struire l'ellipse par points. Soient AA', B^B'i les deux axes de 
l'ellipse; sur ces axes comme diamètres décrivons des cercles; 
par le centre menons une droite quelconque qui coupera les 
cercles en M et M| ; du point M traçons une parallèle MP au 
petit axe, et du point Mt une parallèle MjQ au grand axe; le 
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point d'intersection M de ces deux droites appartient à l'ellipse. 
On a, en effet, dans les triangles semblables OMP, OQMs, 

MiP_0Q_0Mi_6. 

imaginons que Fon fasse tourner le plan du cercle ABA'B' au- 
tour du diamètre AA' d'un angle tel que le rayon OB se projette 

en OBj; comme on a -^^-r^éy l'ordonnée PM se projettera 
en PMi; ainsi le point Mi est la projection d'un point M du 
cercle ABA', et par conséquent le lieu du point Mi est l'ellipse, 
projection du cercle. 

On peut aussi construire les tangentes à l'ellipse en les regar- 
dant comme les projections des tangentes au cercle. 

C'est comme projection du. cercle que nous avons considéré 
l'ellipse en géométrie descriptive. Cette manière d'envisager l'el- 
lipse permet, comme nous l'avons remarqué alors, de déduire 
immédiatement des propriétés du cercle un grand nombre de 
propriétés de l'ellipse, notamment celles qui sont relatives aux 
diamètres. 

HTPEaBOLB *. 

Vhyperbole est une courbe telle, que la différence des dis- 
tances de chacun de ses points à deux points fixes est constante. 
Ces deux points fixes P et F' sont les foyers de l'hyperbole. 

Problème VII. 

Construire l'hyperbole par ijoints. 

Soient F et F' les deux foyers. Portez sur la droite FF (fig. 356) 
une longueur F'K égale à la différence constante. Du foyer F' 
comme centre, avec différents rayons, décrivez une série de 
cercles. Soit D le point où l'un d'eux coupe la droite FF'; 
prenez une ouverture de compas égale à KD, et du foyer F 
comme centre, avec celle ouverture du compas, décrivez un 

* Les questions relatives à l'hyperbole sont exigées pour l'admission à l'école 
militaire de Saiat-Cyr, mais elle ne le sont pas pour le baccalauréat es sciences. 

THÉORIE. 20 
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second cercle; ce cerde coupera le premier en é&ax points 
M et M', foi apfyartieanent àThyperboIe; car la différence des 

distances MF' et MF du point 
M aux deux foyers est égale à 
la différence des deux rayons 
FD et KD, c'est-à-dire à la lon- 
gueur donnée F'K. Répétez la 
même construction pour cha- 
cun des cercles décrits du 
foyer F' comme centre, et 
quand vous aurez obtenu un 
assez grand nombre de points, 
vous ferez passer un trait continu par tous ces points; vous 
aurez un arc d'hyperbole MAM'. - 

L'hyperbole se compose de deux branches indéfinies MAM', 
NA'N'; pour la première, la distance MF est plus petite que MF'; 
pour la seconde, la distance NF est, au contraire, plus grande 
queNF'. On obtient la seconde branche, comme la première, 
en portant sur la droite FF' une longueur FK', égale à la diffé- 
rence constante, décrivant, du foyer F comme centre, un cercle 
avec un rayon arbitraire FD', et, du foyer F' comme centre, un 
second cercle avec un rayon égal à F'D\ 

Problème VlII. 



Tracer un arc d'hyperbole d'un mouvement continu. 

Fis- 357. On peut aussi décrire l'hyper- 

bole d'un mouvement continu. 
Supposons qu'une règle tourne 
autour du foyer F' et que les 
extrémités d'un fil soient atta- 
chées, d'une part au foyer F, 
d'autre part à l'extrémité 6 de 
la règle (ûg. 357); si, en même 
temps que la règle tourne, un crayon glisse sur la règle en 




LES SECTiaNS COWaUES. 307 

tenant le fil eonstamtnent tendu, ce crayon décrira nn arc 
d'hyperbole. En effet, soit FG' une position quelconque de la 
règle; le crayon a glissé sur la règle de G' en M, et le fïl 
occupe alors la position G'MP. La différence des distances MF' 
et MF ne change pas, si Ton augmente ces deux longueurs de 
la même quantité G'M; elle est donc égale à la différence con- 
stante qui existe entre la longueur de la règle G'F' ou GF', et la 
longueur du fil G'MF ou GF. On obtiendrait la seconde branche 
en faisant tourner la règle autour du foyer F. 

Remarque. La droite FF' est un axe de la courbe ; elle par- 
tage chacune des branches en deux parties symétriques; car 
les deux points M et M', ou N et N' (fig. 356), déterminés par 
l'intersection des deux cercles décrits des foyers comme cen- 
tres, sont symétriques par rapport à cette droite. Les points 
A et Â', où elle rencontre la com^be, sont les sommets de l'hy- 
perbole, 

On obtient les sommets A et A' en prenant les milieux de F£ 
et de F K'. La longueur AA' de Taxe est égale à la différence 
constante des distances de chacun des points de l'hyperbole 
•aux deux foyers ; car, si l'on remplace la longueur A'F par son 
égale AK, on voit que F'K est égale à AA'. 

L'hyperbole admet un second axe, la perpendiculaire BB' 
élevée sur le milieu de la droite FF'. Le raisonnement que nou% 
avons fait pour l'ellipse peut, en effet, être appliqué aux deux 
branches de l'hyperbole. Mais ce second axe ne rencontre pas 
la courbe ; c'est pourquoi on a donné au premier le nom d'axe 
transverse ^ au second le nom d'axe non transverse. On voit aussi 
que le point 0, milieu de la distance FF' des foyers, est le centre 
de la courbe. 

On représente ordinairement par 2 a la longueur de Taxe 
transverse AA', et par 2 c la distance FF' des foyers. Le rap- 
port - s'appelle excentricité de l'hyperbole. 

Théorème X. 
La différmce des distances d'un point situé mta^e ks deux branches 
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de riiyperbole aux deux foyers est plus petite que Vaxe tramverse ; 
lorsque le point est situé dans les deux autres parties du plan^ la 
différence est plus grande que Vaxe transverse. 

Soil P un point situé entre les deux branches de la courbe 
(fig. 358), Joignons ce point aux 
deux foyers, et soit PF' la plus 
grande des deux distances PF et PF'. 
' La droite PF rencontre en M Tune 
des branches deThyperbole. Laligne 
droite PF' est plus courte que la ligne 
brisée PM+MF'; on en déduit 
PF'— PM<MF', et, si Ton retran- 
che la longueur MF de part et d'autre, PF — PF<MF' — MF; 
cette dernière différence étant égale à 2a, il en résulte que la 
différence PF'— PF est plus petite que 2a. 

Considérons maintenant un point N situé à droite de la pre- 
mière branche d'hyperbole; la droite NF' rencontre cette bran- 
che en M ; on a NF<NM + MF, et, en ajoutant de part et d'au- 
tre MF', NF + MF' < NF' + MF ; d'où NF' — NF > MF'— MF. La 
seconde différence étant égale à 2a, la première est plus grande 
que 2a. 




Théorème XL 



F'iJ- 359. la distance d'un point quelcon- 

que de l'hyperbole au foyer F est 
égale à Vune des normales menées 
de ce point au cercle décrit de Vau- 
tre foyer F' comme centre^ avec 
un rayon égal à Vaxe transverse 
(fig. 359). 

Soit M un point de la première 
branche; si du rayon yecteur MF' on retranche une longueur 
MH égale à l'autre rayon yecleur MF, la différence FH étant 
égale à 2à, le point H appartient au cercle décrit du foyer F' 
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comme centre, avec un rayon égal à 2a. La normale MH 
étant le plus court chemin du point M à la circonférence 
(II, 6), il en résulte que la première branche de Thyperbole 
est le lieu des points également distants du foyer F et du cer- 
cle directeur. 

Considérons maintenant un point M' situé sur la seconde bran- 
che ; sur le rayon vecteur M'F prolongé prenons une longueur 
M'H' égale à MT; la différence F'ff étant égale à 2a, le point H' 
appartient encore au cercle directeur. La distance M'F est égale 
à la normale M'H' ; mais cette normale n'est pas le plus court 
chemin du point M' au cercle directeur. 



Théorème XIL 

La tangente à l'hyperbole est bissectrice de l'angle des rayons 
vecteurs qui vont du point de contact aux deux foyers. 

Prenons deux points voisins M et M' sur l'hyperbole (fig. 360). 
Fig. 360. Du foyer F comme centre, avec un 

Jr^ rayon égal à FM', d&rivons un arc de 
cercle qui coupera en G le rayon vec- 
teur FM; du foyer F' comme centre, 
avec un rayon égal à FM', décrivons 
un arc de cercle qui coupera en D le 
rayon vecteur F'M. Quand on passe du 
point M au point M', les deux rayons 
vecteurs FM, FM éprouvent des dimi- 
nutions égales à MO et à MD; puisque la différence est con- 
stante, «es deux variations sont égales entre elles. 

Sur la sécante MM' prenons une longueur arbitraire MG, et 
par le point G menons GH parallèle à la corde M'G et GK paral- 
lèle à la corde M'D. A cause des parallèles, on a 




MO 
MH' 



mm; 

MG ' 



MD. 

'mk' 



puisque les deux longueurs MO et MD sont égales, il en résulte 
que les deux longueurs MH et MK sont aussi égales. Lorsque 
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le point M' se rapproche iûdéfiniinent du point M, la sécante 
MM' tend vers une position limite qui est la tangente à l'hy- 
perbole au point M; en même temps, les cordes M'G et M*D 
deviennent tangentes aux cercles décrits des foyers comme 
centres et par conséquent perpendiculaires à FM et à FM; leui's 
parallèles GH, GR prennent aussi des directions perpendicu- 
laires à ces mêmes rayons, et les angles H et K deviennent 
droits. Les deux triangles MGH, MGK, qui ont un côté MG 
commun et un côlé MH égal MK, deviennent donc rectangles 
el par conséquent égaux entre eux; il en résulte que les an- 
gles GMH, GMK deviennent égaux; 
ainsi la tangente à l'hyperbole au point 
M est bissectrice de langle FMP. 



Fig. 361. 




Corollaire I. Une ellipse et une hy- 
\^' perbûle homofocales se coupent à angle 
droit. Soit M un point d'intersection 
d'une ellipse et d'une hyperbole qui 
ont mêmes foyers F el F (fig. 361); la 
bissectrice MN de l'angle FMF est, d'une part normale à l'ellipse, 
d'autre part tangente à l'hyberpole ; donc les tangentes MT, MN 
aux deux conrbes sont perpendiculaires entre elles. 



Problème IX. 



Fig. ZÇ2» 



Mener une tangente à Vhyperbole par un point M donné sur 

Hryperbole (fig, 362}. 

Sur Je rayon vecteur MF prenez 
une longueur MH égale i l'autre 
rayon vecteur MF, et par le point 
M inenez une droite MT perpendi- 
culaire à FH, V0G5 aurez la tan- 
gente demandée; car, dans le trian- 
gle isocèle FMH, la droite MT, 
perpendiculaire abaissée du sommet 
sur la base FH,. essi bissectrice de 

ra&gle FMP^ ^ par eoméqxxmi tangente à rkyperbole. 








LES SECTIONS CONIQUES. Bll 

Remarque. Il est bon de remarquer que la tangente est tout 
entière située entre les deux branches de Thyperbole. Soit P un 
pokit quelconque de cette tangente; joignons ce point aux deux 
foyers et au point H. La tangente étant perpendiculaire sur le 
mûieu de PH, la distance PP égale PH; la ligne droite PF est 
plus courte que la ligne brisée PH+P'H, ouPP + 2a; on en 
déduit PP'— .PP<2a; donc le point P est situé entre les deux 
branches de l'hyperbole. Chaque branche de l'hyperbole, étant 
située d'un même c6té de chacune de ses tangentes, est une 
courbe convexe. 

CoROLLAiBE L La tangente étant perpendiculaire sur le milieu 
I de FH , le point I est la projection du foyer P sur la tangente. 
La droite 01, étant parallèle à FH et égale à la moitié de PU, 
est constante et égale à a; il en résulte que le lieu des projections 
des foyers sur les tangentes est le cercle décrit sur Vaxe transverse 
comme diamètre. 

Corollaire II. Du foyer F comme centre, avec un rayon égal 
rig. Ms. à 2a, décrivons le cercle direc- 

teur (%. 363); si Ton joint 
Tautre foyer P à un point quel- 
conque H de cette circonfé- 
rence, et que par le point I, 
milieu de FH, on mèue une 
perpendiculaire IM à cette 
droite, on aura une tangente 
à rhyperbole, et le point M 
où la droite FH prolongée 
rencontre la droite IM sera le point de contact. En effet, on 
remarque d'abord que, la différence MF — MP étant égale à FH 
ou à 2a, puisque MP égale MH, le point M appartient à l'hyper- 
bole ; on voit ensuite que la droite MI, bissectrice de l'angle PMH, 
est tangente à l'hyperbole. 

Du point P menons des tangentes PD, PD' au eerde directeur, 
et sapposons que le point H décrive l'arc de cercle CD. Quand le 
point H est en G, le point I coïncide avec le sommet A, ainsi que 
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le point M, et la tangente en A est perpendiculaire à l'axe trans- 
verse. A mesure que le point H s'éloigne du point C, la base PH 
du trianglô- isocèle FMH augmente; l'angle à la base HFM ou 
FHM, qui est supplémentaire de l'angle obtus FHF et égal à la 
somme des deux angles FFH, FFH, augmente aussi et tend vers 
un angle droit; donc le côté FM augmente indéfiniment, et, par 
conséquent, le point M s'éloigne à l'infini sur la branche d'hyper- 
bole AM. En même temps, la tangente IM, qui est perpendicu- 
laire sur le milieu de FH , tend vers une position limite KR, 
perpendiculaire sur le milieu de FD ; cette droite KR est paral- 
lèle à FD et passe par le centre de l'hyperbole. 

Il en est de même pour chacune des branches. Quand le point 
H décrit l'arc de cercle CD', le point de contact s'éloigne indé- 
finiment sur la branche AM', et la tangente tend vers une posi- 
tion limite OS, perpendiculaire sur le milieu de FD'. Quand le 
point H décrit l'arc de cercle CD, le point de contact décrit 
la branche AN', et la tangente tend vers une position limite OR' 
perpendiculaire sur le milieu de FD, et par conséquent située 
sur le prolongement de OR. De même, quand le point H décrit 
l'arc C'D', le point de contact décrit la branche A'N, et la position 
limite de la tangente est la droite OS', prolongement de OS. Les 
positions limites des tangentes coïncident donc deux à deux et 
forment deux droites indéfinies RR', SS', qui passent par le 
centre et qui font des angles égaux avec l'axe transverse AA' de 
l'hyperbole. 

Nous avons dit que chacune des branches MAM', NA'N' de 
l'hyperbole est située tout entière d'un même côté de chacune 
des tangentes indéfiniment prolongée; cette propriété doit s'ap- 
pliquer aux deux droites limites RR', SS'; on' en conclut que la 
première branche est située tout entière dans l'angle ROS qui 
contient le sommet A, et la seconde branche NA'N' dans l'angle 
opposé R'OS'. 

Corollaire III. Étant donnée une branche de courbe infinie, 
lorsqu'une droite est telle que la distance d'un point de la courbe 
à cette droite tend vers zéro, quand le point s'éloigne à l'infini 
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sur la branche de courbe, on dit que la droite est asymptote à 
la branche de courbe. D est aisé de voir que la position limite 
de la tangente est asymptote à la branche correspondante. 
Considérons, par exemple, la branche AM ; la droite IM, perpen- 
diculaire à FH, fait un angle aigu avec la direction FD, et par 
conséquent va rencontrer la perpendiculaire KR au-dessus de 
FD, c'est-à-dire du côté de R; la distance du point M à la droite 
OR est donc moindre que celle du point T à cette même droite ; 
cette dernière distance tendant vers zéro, il en est de même de 
la première. Ainsi V hyperbole admet deux asymptotes RR', SS'; la 
droite RR' est asymptote aux deux branches AM, AN'; la droite 
SS' aux deux branches AM', A'N. 

Problème X. 

Mener une tangente à Vhyperhole par un point donné P situé entre 
les deux branches de Vhyperbole. 

Soit PM une tangente passant par le point P (fig. 364); si du 
Fig- 3«4. rayon vecteur MF' on retranche 

MH = MF, on sait que la tangente 
PM est perpendiculaire sur le milieu 
de FH. La question revient donc à 
déterminer le point H; ce point se 
trouve à Tintersection du cercle dé- 
crit du foyer F' comme centre, avec 
un rayon égal à 2 a, et du cercle dé- 
crit du point P comme centre avec un 
rayon égal à PF. On obtiendra la tangente en élevant une per- 
pendiculaire sur le milieu de FH, et on déterminera le point 
de contact M par le rayon vecteur F'H. 

Les deux cercles se cpupent en un second point H' ; en menant 
du point P une perpendiculaire sur FH', on aura une seconde 
tangente PM', dont on déterminera le point de contact à l^ide 
de la droite F'H'. 

Remarque. Il est aisé de voir que, lorsque le point P est situé 




31% 



UVM Tm. 



entre les denx braiches de Tk^perbole, les deiix cireonfërenees 
se coupait effectiveineiit en deux points H et H'; ce qui rerient 
à dire qu'avec les trois côtés PF', PP, 2a, on peut construire «n 
triangle PFH; il suffit pour cela de démontrer que chaque côté 
est plus petit que la somme des deux autres. Le côté 2 a est plus 
petit que la droite FF', et par conséquent plus petit que la ligne 
brisée PF+PF'. Si le rayon vecteur PP est jJus grand que PF, le 
point P étant situé entre les deux branches, on a PF— PF<;2a, 
et par suite PF<PF'+2a; le côté PF' est d'ailleurs évidem- 
ment plus petit que la somme des deux autres. Si le rayon vec- 
teur PF est plus grand que PP, on a de même PF— PP< 2a, 
et par suite PF'< PF + 2 a. 

Lorsque le point P est situé sur Tune des asymptotes , Tune 
des tangentes menées par le point P coïncide avec cette asym- 
ptote, et le point de contact s'éloigne à l'infini. Quand le point P 
est au centre 0, les deux tangentes coïncident avec les deux 
asymptotes. 

Problème XI. 



Mener à V hyperbole um tangmte parallèle à une droite don- 
née OL. 

Du foyer F' comme centre, avec un rayon égal à 2a, on 

décrira le cercle directeur; du 
foyer F, on mènera une droite 
perpendiculaire à OL (fig. 365); 
cette droite coupera le cercle en 
deux points H et H'; par les mi- 
lieux des droites FH et FH', ou 
mènera des parallèles à OL; ces 
parallèles seront les tangentes 
demandées. Les droites FH, 
F'ff détermineront les points de contact M et M', 

Ofi verra, comme pour l'ellipse, que les points de contact des 
tangentes parallèles sont situés aux extrémités d'un même dia- 
mètre MOM'. 
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fi£MARQUE I. Pour que le problème soit possible» ii faut que 
la perpendiculaire FH^ menée du foyer F à la droite OL, que 
l'on peut supposer passant par le centre» rencontre le cercle 
directeur. Si FD et FD' sont les tangentes menées du foyer F au 
cercle directeur, il faut pour cela que la droite FH' soit com- 
prise dans l'angle DFD'. Imaginons que la droite FH', coïnci- 
dant d'abord avec FD, tourne autour du point F pour décrire 
Tangle DFD'; la droite OL, qui lui est perpendiculaire, tournera 
autour du point dans le même sens, et décrira l'angle égal 
ROS'. Ainsi la droite OL, menée par le centre parallèlement à 
une tangente quelconque, est comprise dans l'angle ROS' des 
asymptotes ou son opposé par k sommet R'OS, et par consé- 
quent ne rencontre pas l'hyperbole. 

Si la droite OL avait la direction OR , les deux tangentes coïn- 
cideraient avec cette asymptote, et les deux points de contact 
s'éloigneraient à l'infini. 

Remarque II. Il existe une grande analogie entre les pro- 
priétés de l'hyperbole et celles de l'ellipse. Toutes les construc- 
tions relatives aux tangentes sont les mêmes. Le procédé qui 
nous a servi pour déterminer les points d'interçection d'une 
droite et d'une ellipse peut être appliqué à l'hyperbole. Le théo- 
rème V subsiste aussi dans l'hyperbole, avec une légère modifi- 
. cation; lorsque les deux tangentes menées d'un point P touchent 
une même branche d'hyperbole, la droite FP est bissectrice de 
l'angle MFM'; mais quand les tangentes touchent deux branches 
différentes, la droite FP est bissectrice de l'angle formé par l'un 
des rayons vecteurs FM et le prolongement de l'autre. C'estlln- 
verse qui a lieu pour le théorème VI ; quand les deux tangentes 
menées du point P touchent deux branches différentes, elles 
font des angles égaux avec les rayons vecteurs PP, PF, qui vont 
de ce point aux deux foyers ; mais quand elks touchent k n^me 
braoche, il faut remplacer Tune des tangentes par son prolon- 
gefflen^t. La démpnstralioa n'offre aiseune difficuUé. 

On démontrera lofôsi de kmème manière (fue k piDddt des 
distances des deux foyers <k l'byperhok à une tangeBle quet- 
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conque est constant; on obtiendra la valeur de ce produit con- 
stant en considérant une asymptote ; les deux distances devenant 
égales, le produit est égal à FK' (fig. 363), c'est-à-dire à c'— a*. 



PARABOLE. 



La parabole est une courbe dont chacun des points est égale- 
ment distant d'un point fixe nommé foyer et d'une droite fixe 
appelée directrice. 

Problème XIL 

Construire la parabole par points. 

Soit F le foyer, DD' la directrice (fig. 366) ; menez par le foyer 
une droite DB perpendiculaire à la directrice ; le point A, milieu 
de FD, est un premier point de la para- 
bole. Tracez une série de droites paral- 
lèles à la directrice, à une distance plus 
grande que AD. Soit P le point où Tune 
d'elles rencontre la droite DB; du foyer F, 
avec une ouverture de compas égale à DP, 
décrivez un cercle qui coupera la parai- • 
lèle en deux points M et M', appartenant 
à la parabole ; car la perpendiculaire ME 
abaissée du point M sur la directrice est égale à DP, et, par 
Sttite, au rayon MF; le point M, étant également distant du 
foyer et de la directrice, est un point de la parabole. 

Répétez cette même construction pour chaque parallèle, et, 
quand vous aurez déterminé ainsi un nombre suffisant de 
points, vous ferez passer à la main un trait continu par tous 
ces points. 

Remarques. La droite DB, menée par le foyer perpendiculai- 
rement à la directrice, est un axe de la parabole ; car, d'après 
la construction, la corde MM' est perpendiculairaà DB et divisée 
au point P en deux parties égales. Si donc on fait tourner la 
partie supérieure de la parabole autour de la droite DB, pour 
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la rabattre de l'autre côté, la droite PM s'apllquera sur PM', 
le point M en M'. Comme il en est de môme pour tous les points 
deux à deux, on voit que la partie supérieure coïncidera exac- 
tement avec la partie inférieure. Donc la droite DB est un axe de 
la parabole. 

Le point A, milieu de FD, est le sommet de la parabole. 

On appelle rayon vecteur la droite FM, qui va du foyer à un 
point quelconque de la courbe. . 

La parabole n'est pas une courbe fermée comme Tellipsc; 
elle se compose de deux branches qui se prolongent indéfini- 
ment. La forme et les dimensions de la parabole dépendent de 
la distance du foyer à la directrice , dislance que l'on appelle 
paramètre de la parabole; quand cette distance est très-petile, 
les deux branches de la parabole sont très-rapprochées l'une 
de l'autre. Elles s'écartent et la parabole s'ouvre d'autant plus 
que ce paramètre est plus grand. 

Problème XI IL 

Tracer la parabole d'un mouvement continu. 

On peut aussi tracer la parabole d'un mouvement continu. 
Fis. 367. Placez une règle sur la directrice DD' (fig. 367) ; 
appUquez contre la règle une équerre GHK ; au 
sommet G attachez un fil d'une longueur égale 
au côté GH de l'équerre , l'autre extrémité étant 
.}l^\y'--^ attachée au foyer F; tendez le fil contre l'équerre 
; / avec un crayon, puis faites glisser l'équerre le 

-^ long de la règle, et, en môme temps, le crayon 

. le long de l'équerre, de manière à tenir le fil 

\. constamment tendu ; vous décrirez un arc de pa- 

\ rabole. En effet, soit M le point où se trouve le 
crayon quand l'équerre occupe la position GHK ; la longueur du 
fil ou la ligne brisée GM + MP étant égale au côté GH de l'é- 
querre, la distance MF^égale MH, et par conséquent le point 
M appartient à là parabole. 
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Théorème XIII. 

Tout point intérieur à la parabole est plus mpproché du fOyer 
que de la directrice; tout point extérieur est^ au contraire y plus rap^ 
proche de la directrice que du foyer. 

Considérons d*abord un point N (fig. 368) silué à rintérieur, 
c'est-à-dire entre les deux brandies de la parabole; joignons-le 
Fig. 368. ^ au foyer et abaissons de ce point une per- 
pendiculaire NE sur la directrice. Cette per- 
pendiculaire rencontre la courbe en un 
point M que nous joignons au foyer. Le 
point M appartenant à la parabole, les dis- 
tances MF et ME sont égales. Mais la ligne 
droite NP est plus courte que la ligne brisée 
NM + MP; si Ton remplace MF par son 
égale ME, on voit que la distance NF est 
plus petite que NE. Ainsi le point intérieur N est plus près du 
foyer que de la directrice. 

Considérons maintenant un point extérieur P, situé entre la 
courbe et la directrice. Joignons-le au foyer et abaissons sur la 
directrice utie perpendiculaire PE que nQus prolongerons jus- 
qu'à sa rencontre en M avec la courbe. Le point M appartenant 
à la parabole , les distances IMF et ME sont égales ; la ligne 
droite MF ou son égale ME est plus courte que la ligne brisée 
MP + PF; si l'on retranche MP de part et d'autre, on voit que 
PE est plus courte que PF. Ainsi le point extérieur P est plus 
près de la directrice que tiu foyer. 

Lorsque le point P est situé à gauche de la directrice, il est 
évidemment plus près de la directrice que du foyer. 

Corollaire. Les réciproques sont vi*aies. Lorsqu'un point est 
plus rapproché du foyer que de la directrice, il est silué à l'in- 
térieur de la parabole. Au contraire, lorsqu'un point est plus 
rapproché de la directrice que du foyer, 11 est situé à l'extérieur 
<le la parabole. 
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Théorème XIV. 

La tangente à la parabole fait des angles égaux avec la parallèle à 
Vaxe et le rayon vecteur menés par le point de contact, 

Preoons sur la parabele deux points voisins M et M' (fig. 369) 
que neu^ joindrons au foyer, et desquels nous abaisserons des 
Kg. M9. perpendiculaires ME, M'E' sur la direc- 

Irice. Iki foyer P comme centre, avecPM' 
— %-^—^^^ pour rayon, décrivons un arc de cercle 
_^<V^ M'G, et par le point M' menons une paral- 

r/w/ ^ lèle M'C à la directrice. La longueur MC 

pii ^ est la différence des deux rayons vec- 

y teurs FM et FM' ; c'est la diminution qu'é- 

Nv prouve le rayon vecteur FM quand on 

\-s,^^^ passe du point M au point M'. De même 
la longueur MC est la différence des 
deux perpendiculaires ME et M'E'; c'est la diminution qu'éprouve 
la perpendiculaire ME quand on passe du point M au point M'. 
Gomme le rayon vecteur FM reste constamment égal à la per- 
pendiculaire ME, il en résulte que les deux variations MG et 
MG' sont égales entre elles. 

Menons par les deux points M et M' la sécante MS et traçons 
la corde M'G dans le cercle décrit du foyer comme centre. Sur la 
sécante portons une longueur arbitraire MG, et, par le point G, 
ncfênons GH parallèle à M'G et GK parallèle à M'G'. A cause des 

parallèles, on a les rapports égaux flïï = iïïfr = irrF^} puis- 
que les deux longueurs MC et MG' sont égales, les deux lon- 
gueurs MH et MK, qui leur sont proportionnelles, sont aussi 
égales. 

Supposons maintenant que le point M' se rapproche indéfi- 
niment du point M; la sécante MS tend vers une position limite 
qui est la tangente à la parabole; en même temps, la corde M'G 
prolongée devient tangente au cercle décrit du foyer F comme 
centre et par conséquent perpendiculaire au rayon FM ; la pa- 
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parallèle GH prend aussi une direction perpendiculaire à ce 
rayon et Fangle H devient droit. Les limites des deux trîan- 
Fig. 370. gles MGH, MGK sont donc des triian- 

gles rectangles (fig. 370) ; ces deux 
trif^ngles, ayant l'hypoténuse MG 
commune, et les côtés MH et MK 
égaux entre eux comme lîtnites de 
longueurs égales, sont égaux; d'où 
l'on conclut Tégalité de deux an- 
gles GMH, GMK. Ainsi la tangente 
MT à la parabole est bissectrice 
de l'angle PME, formé par le rayon MF et la perpendi- 
culaire ME abaissée du point de contact sur la direc- 
trice. Si Pon prolonge EM suivant ML, les deux angles 
GMK, T'ML étant égaux comme opposés par le sommet, on 
voit que les deux angles TMF, TML, formés par la tan- 
gente avec le rayon vecteur et la parallèle à l'axe, sont 
égaux. 




Corollaire L Supposons qu'une lumière soit placée au foyer 
Fig. 371. F (Gg. 371) de la parabole ; les rayons lu- 

T> mineux partant du foyer F se réfléchis- 
sent sur la parabole, en faisant un angle 
" " de réflexion égal à l'angle d'incidence. 
'^^ÎJ'III".~''\ ^^^^ ^^ ^'^^ ^^ c^s rayons; menez la tan- 

^\ ' J gente TT à la parabole en ce point, le 

I \^ ** rayon réfléchi, devant faire un angle LMT' 

\QV~"7_Vr égal à FMT, sera parallèle à l'axe AB de 
la parabole. Ainsi tous les rayons réflé- 
chis seront parallèles à l'axe. 
C'est d'après ce principe que l'on construit les réflecteurs 
employés dans les réverbères et les lanternes des voitures. La 
surface intérieure, en métal bien poli, est engendrée par une 
parabole tournant autour de son axe ; la lumière est placée au 
foyer; les rayons lumineux, après leur réflexion, devenant tous 
parallèles à Taxe, le réflecteur projette un faisceau de rayons 
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parallèles qui se propagent sans se disperser et qui éclairent à 
une grande distance. 

GoROLLAïKE IL Supposous au contraire que des rayons lu mi* 
neu:x, parallèles à l'axe, tombent sur un miroir parabolique ; 
après leur réflexion, ils iront tous converger au foyer. 

On emploie les miroirs paraboliques dans la construction des 
télescopes ; l'axe est dirigé vers l'astre; les rayons lumineux, ve- 
nant de l'astre, se réfléchissent sur le miroir^ et forment au foyer 
jine image très- brillante de l'astre. 

On emploie aussi la forme parabolique dans la construction 
des porte-voix et des cornets acoustiques. - 

Problème XIV. 
Mener une tangente par un point M donné sur la parabole. 

Première méthode. Soit T (fig. 372) le point où la tangente 
Fig. 372. rencontre le prolongement de Taxe, MH 

py;^ la perpendiculaire abaissée du point M 
--.-_-^^^j;^ sur la directrice. On sait que la tangente 
yy]/ est bissectrice de l'angle FMH; l'angle 

X^// PTM étant égal à l'angle alterne-interne 

rf r TMH, et par suite à l'angle FMT, le 

\ triangle TFM est isocèle, et les deux côtés 

X. FM et FT égaux entre eux. Ainsi, pour 

^^ construire la tangente au point M, il 
suffit de porter sur l'axe une longueur FT égale au rayon 
vecteur FM et de joindre TM. 

Cette méthode ne convient pas quand le point M est très-voi- 
sin du sommet A de la parabole, parce que les deux points M et 
T, étant alors très-rapprochés Tun de l'autre, ne déterminent 
pas la tangente avec une assez grande précision. Dans ce cas, on 
emploiera de préférence la méthode suivante. 

Deuxième méthode. La tangente MT, divisant en deux parties 
égales l'angle au sommet M du triangle isocèle FMH, est per* 
pendiculaire sur le niilieu de la baseFH. Ainsi, pour construire 

THÉORIE. 21 
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la tangente, il suffit d'abaisser du point M mie perpendiculaire 
MH sur la directrice, et de mener du point M une perpendicu- 
laire à la droite FH. 

II résulte de cette construction que la tangente au sommet A 
de la parabole est perpendiculaire à Taxe delà parabote. 

Remarque Î. II est bon de remarquer que tous les points de 
la tangente^ excepté le point de contact H, sont situés hors de 
la parabole. Soit P un point quelconque de la tangente ; la tan- 
gente étant perpendiculaire sur le milieu de FH, les distan- 
ces PF, PH sont égales ; mais l'oblique M est plus grande que 
la perpendiculaire PK; donc la distance PF est plus grande que 
PK, et par suite le point P est hors de la parabole (13). Ainsi la 
parabole est une courbe convexe. 

REMAKQ0E IL Si Toi) joint le foyer F à un point quelconque H 
de la directrice, que par le milieu I de la droite FH on mène une 
perpendiculaire IM à cette droite, on obtient une tangente à la 
parabole, et le point M, où la parallèle KM mené à Taxe par le 
point H, est le point dfe contact. En effet, on remarque d'abord 
que, les distances MF et MH étant égales, le point M appartient à 
la parabole ; on voit ensuite que la droite MT, bissectrice de 
l'angle FMH, est tangente en M. 

Supposons que le point H, partant du point D, s'éloigne indé- 
finiment sur la directrice, le point de contact, partant du point A, 
s'éloignera indéfiniment sur la parabole. L'angle DFH croissant 
de zéro à un angle droit , l'angle complémentaire MTF, que fait 
la tangente avec l'axe, diminuera d'un angle droit à zéro; ainsi 
la tangente tend à devenir parallèle à Taxe ; comme le point I 
s'élève indéfiniment, la tangente IM s'éloigne à l'infini et ne 
tend pas vers une position limite. On en conclut que les bran- 
ches infinies de la parabole n'ont pas d'asymptote. 

Corollaire. Le lieu des projections du foyer sur les tangentes à la 
parabole est la tangente au sommet. On voit en effet que le point I, 
milieu de FH, et projection du foyer sur la tangente, se trouve 
sur la parallèle à la directrice menée par le point A, milieu 
deFD, c'est-à-dire sur la tangente au sommet A. 
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♦ 

Problème XV. 

3îhner une tangente à la parabole par un point extérieur P. 

Supposons le problème résolu et soit MP (fig. 373) une tan- 

gente passant par le point P. Si l'on ^abaisse du point M une 

Fig. 373. perpendiculaîre MH sur la directrice et 

>^ si Ton joint FH, on sait que la tangente 

— -Jî^ PM est perpendiculaire sur le milieu de 

V^ PH ; il en résulte que la distance PH est 

^ égale à PF, et l'on en déduit la construc- 

X; fion suivante : 

/\. Du point P comme centre, avec un 

^^^%^ rayon égal à la distance PF de ce point 

^ au foyer, décrivez un cercle qui coupera 
la directrice au point H. Joignez FH, et du point P menez une 
perpendiculaire à la droite FH, vous aurez la tangente deman- 
dée. Le point de contact M sera déterminé par Tintersection de 
la tangente avec une parallèle à Taxe menée par le point H. 

Le cercle coupe la directrice en un second point H'. On mè- 
nera de même du point P une perpendiculaire à FH' et Ton 
aura une seconde tangente PM'. 

Ces constructions peuvent être effectuées sans que la para- 
bole soit tracée. Il suffit que l'on connaisse le foyer et la di- 
rectrice. 

Remarque. Lorsque le point P est extérieur à la parabole, le 
cercle décrit du point P comme centre, avec PF pour rayon, 
coupe la directrice en deux points H et H', ce qui donne deux 
tangentes PM, PM'. Et, en effet, le point P, étant à Textérieur 
de la parabole, sa distance à la directrice est moindre que sa 
distance au foyer, c'est-à-dire moindre que le rayon du cercle. 

Problème XVL 

Mener à la parabole une tangente parallèle à une droite don- 
née Kh. 
Supposons le problème résolu et soit MT la tangente de- 
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Fig. 374. 



mandée (flg. 374). Si du point de contact M on abaisse une 
perpendiculaire' MH sur la directrice et 
que Ton joigne FH, on sait que la tan- 
gente est perpendiculaire sur le milieu 
de FH. On en déduit la construction sui- 
vant : 

Du foyer F menez une droite perpendi- 
culaire à la droite donnée KL jusqu'à sa 
rencontre avec la directrice en H, et sur le 
milieu de FH élevez une perpendiculaire 
MT, vous aurez la tangente demandée. On 

déterminera le point de contact M en menant par le point H une 

parallèle HM à Taxe. 
On ne peut mener qu'une tangente parallèle à la droite donnée. 




Problème XVII. 



Trouver les points de rencontre d'une droite donnée et â!uné pa- 
rabole définie par son foyer et sa directrice. 

Prenons le point Fi symétrique du foyer par rapport à la 
Fig. 375. droite donnée (fig. 375). Le point M, étant 

également distant des points F et F^ et de la 
direclrice, est le centre d'un cercle pas- 
sant par ces deux points et tangent à la 
directrice. Pour avoir le point de contact 
H, on portera sur la directrice, à partir 
du point I, une longueur IH moyenne 
proportionnelle entre lés deux longueurs 
IF et IFi. On obtiendra les deux solutions M 
et M' en portant sur la directrice, à partir du point I, la lon- 
gueur IH dans un sens et dans l'autre. 

Remarque. Lorsque le point F^, symétricjue du foyer par rap- 
port à la droite donnée, est situé à droite de la directrice, il y a 
effectivement deux solutions. Lorsque le point Fi est siir la di- 
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rectrice> la droite est tangente à la parabole. Enfin, quand le 
point Fi est à gauche de la directrice, la droite ne rencontre pas 
la parabole. 

Théorèmî; XV. 

Si d'un point extérieur P on mène des tangentes à la parabole^ la 
droite qui va du foyer au point P est bissectrice de V angle des rayons 
vecteurs qui vont aux points de contact. 

Des points de contact abaissons des perpendiculaires MH, M'H' 
sur la directrice (fig. 376) ; les tangentes 
étant perpendiculaires sur les milieux 
des droites FH, FH', les angles PFM, 
PFM' sont égaux respectivement aux 
angles PHM, PH'M'. Les droites PH et 
PH', égales à la droite PF, sont égales 
entre elles, et le triangle HPH' est iso- 
cèle. Les angles PHM, PH'M', complé- 
mentaires des angles égaux du triangle 
isocèle, sont égaux entre eux ; donc les 
angles PFM, PFM' sont égaux. 





Fig. 376. 
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Théorème XVJ. 



Si d'un point extérieur P on mène des tangentes à la parabole, 
T angle que fait Vune de ces tangentes avec la droite qui joint le point 
V. au foyer est égal à Fangle que fait l'autre tangente avec une pa- 
rallèle PI à Vaxe (fig. 376). 

Si du point P comme centre, avec un rayon égal à PF,, on 
décrit un cercle, ce cercle passera par les points H et H'; les 
angles MPI, FHH' sont égaux comme ayant leurs côtés respec- 
tivement perpendiculaires; mais l'angle inscrit FHH' est moitié 
de l'angle au centre FPH', et par conséquent égal à l'angle 
FPM' ; donc les angles MPI, M'PP sont égaux. 
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Théorème XVII. 
Dans la parabole la sous^normàle est constante. 

Menons par le point M (fig, 377) une perpendiculaire MN à la 
tangente MT, nous aurons îa normale. Du point M abaissons 
Fig. 377. une perpendiculaire MP sur l'axe, la 

^y:>^ portion PN de l'axe s'appelle sous^ 

-5k~-- ^- f^ormdU. 

^j\\ I^ droite FH, perpendiculaire à la 

f\! i \ tangente, est parallèle à la normale MN ; 

V ^ ^ " donc la figure FNMH est un parallélo- 

N. gramme, et les côtés opposés FN et MH 

\^^^^ sont égaux. Mais MH égale PD ; donc les 

^^ deux longueurs FN et PD sont égales; 
si l'on retranche de part et d'autre la partie commune FP, il 
reste deux longueurs égales PN et FD. On conclut de là que 
la sous-normàle PN est constante et égale à la dislance FD du 
foyer à la directrice,, c'est-à-dire au paramètre de la parabole. 

Corollaire. Puisque la tangente MT est bissectrice de l'angle 
FMH, la normale MN est bissectrice de l'angle adjacent FMG. 
L'angle FNM, égal à l'angle alterne-interne NMC, est égal à FMN; 
le triangle FMN est isocèle, et le côté FN égal à FM. Mais on 
sait que FT égale MF ; on en conclut que les trois distances PT, 
FM, FN sont égales. 

Si des deux longueurs égales FN et FT on retranche les Ion: 
gueurs égales PN et FD, il reste les longueurs égales FP et DT; 
en ajoutant les longueurs égales AF et AD, on a encore les lon- 
gueurs égales AP et AT; on en conclut que la sous-tangente TP 

est double de AP. 

Théorème XVIII. 

Le carré (Fune corde MM', perpendiculaire à PcKPe, est propor- 
tionnel à la distance AP de cette corde au sommet. 

Dans le triangle rectangle TMN (fig. 378), la perpendiculaire 
MP, abaissée du sommet de l'angle droit sur l'hypothénuse, est 
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moyenne proportionnelle entre les deux segmenis de l'hypothé- 
nuse, et Ton a 

^'^'^'"^ MP'=PNXTP. 

.Nous avons vu que la sous-normale PN 
est égale au paramètre p de la parabole, 
et que la sous-tangente TP est double 
de la distance AP. On a donc 

MP' = 2pxAP. 

Le carré de la corde entière étant quatre fois plus grand que 
celui de sa moitié, il vient 




d'où l'on déduit 



MM'=8i9XAP; 



MM' 
AP 



= 8;?. 



Ainsi, le rapport du carré de la corde MM' à la dislance AP est 
constant; en d'autres termes, le carré de la corde est propor- 
tionnel à sa distance au sommet. 

tioROLLAiRE. Il résultc de ce théorème que la corde croît pro- 
portionnellement à la racine carrée de sa distance au sommet. 
Si cette distancé devient quatre fois plus grande, la corde de- 
vient double ; si la distance devient neuf fois plus grande, la 
corde devient triple, etc. Considérons en particulier, la corde CC, 
menée parle foyer P perpendiculairement à l'axe; la distance 

au sommet étant ici égale à AF, ou à |, on a 



d'où l'on déduit 



CG'' = 8px|=4/; 



CC'=2p. 



Ainsi la corde CC',»menée par le foyer, est double du paramè- 
tre; elle mesure en quelque sorte l'ouverture de la parabole. 
La moitié GF de cette corde est égale au paramètre FD. 
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Théorème XIX. 



La parabole est la limite d'une ellipse dont Vun des foyers et le 
Sommet voisin restent fixes, tandis que le grand axe augmente indé- 
finiment. 

Nous avons vii (2) que l'ellipse est le lieu des points également 

distants du foyer.P et diî cercle décrit de l'autre foyer F comme 

Fig. 379. centre avec un rayon 

^. -' '" --«-^ FD égal au grand axe 

( fîg. 379 ). Supposons 
maintenant que, les points 
P et D restant fixes, le 
grand axe augmente in- 
définiment; les points F 
et A' s'éloigneront de plus 
eu plus sur la droite DA'; 
la partie du cercle direc- 
teur qui est voisine du 
^ .^ ^ '^ point D tendra vers la 

-- -' droite EF perpendiculaire 

à DA'; en même temps l'arc BAB' d'ellipse voisin du sommet A 
tendra vers un arc de parabole CAC; car chacun des points de 
cette courbe sera alors également distant du foyer P et de la 
directrice DE. La partie de l'ellipse voisine du sommet A' dispa- 
raît à l'infini. 

On peut aussi regarder la parabole comme la limite d'une bran- 
che d'hyperbole dont le sommet et le foyer voisin restent fixes, 
tandis que l'axe transverse augmente indéfiniment. L'autre 
branche disparait à l'infini. 

Remarque. Cette transformation de l'ellipse en parabole a une 
grande importance; elle permet de déduire des propriétés de 
l'ellipse celles de la parabole comme cas parliculiers. Ainsi le 
théorème XIV est une conséquence du théorème III ; car, lorsque 
le .foyer F s'éloigne indéfiniment, le rayon recteur MF devient 
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parallèle à Taxe. Le théorème XVI se déduit de la même ma- 
nière du théorème VI. Quant au théorème XV, c'est le théo- 
rème V appliqué à la parabole sans aucune modification. Nous 
avons vu, en géométrie descriptive, que, dans l'ellipse, le dia- 
mètre, ou le lieu des milieux d'une série de cordes parallèles, 
est une droite passant par le centre; si l'on suppose que le 
centre s'âoigne à Tinfini, l'ellipse se change en parabole, et les 
diamètres deviennent parallèles à l'axe. 

Cette considération est aussi d'un usage fréquent en astro- 
nomie. Les planètes et les comètes décrivent autour du soleil 
des ellipses dont le soleil occupe l'un des foyers. Les ellipses 
décrites par les planètes sont très-arrondies et diffèrent très-peu 
de cercles, c'est-à-dire que leur excentricité est très-petite. Les 
comètes, au contrajre, décrivent des ellipses très-allongées. 
Nous ne voyons les comètes que dans la portion de leurs cours 
voisine du soleil. On assimile cet arc d'ellipse à un arc de pa- 
rabole. 

Théorème XX*, 

La section d'un cône circulaire droit par un plan est une ellip,se^ 
une hyperbole ou une parabole. 

La surface latérale d'un cône circulaire droit est engendrée 
par une droite S6' qui tourne autour d'une droite fixe SO' 
qu'elle rencontre en S (fig. 380). Si l'on conçoit la génératrice 
prolongée de l'autre côté du sommet, on voit que la surface 
se compose de deux nappes opposées*. 

Menons par l'axe du cône un plan perpendiculaire au plan 
sécant; ce plan coupe le cône suivant deux génératrices SG, 
SH, et le plan sécant suivant la droite AÀ'. 

1* Considérons d'abord le cas où la droite AA' coupe les deux 
génératrices SG, SH d'un même côté du sommet (fig. 380). 



* Cette proposition et les suivantes marquées d'un astérisque ne sont pas 
exigées pour le baccalauréat es sciences. 
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Décrivons deux cercles et 0' tangents à la droite AA' et aux 
deux arêtes SG', SH\ Si Ton fait tourner la figure autour de 
r»g- 380 Taxe S(y, pendant que la droite 

S& engendre le cône, les deux 
cercles engendrent deux sphè- 
res tangentes au cône suivant 
les circonférences de cercle GH, 
G'ff. Le plan sécant est tangent 
à Tune des sphères au point F, 
comme perpendiculaire à Tex- 
trémité du rayon OF; il est 
aussi tangent à l'autre sphère 
au point F, 

Gela posé 9 soit M un point 
quelconque de la courbe d'in- 
tersection ; la génératrice SM qui passe en ce poTnt touche les 
sphères aux points L et U ; je joins MF, MF'. Les droites MF et ML 
sont égales comme tangentes menées du même point M à la 
sphère ; les droites MF' et ML' sont égales comme tangentes 
menées du point M à la sphère 0'; donc 

MF + MP = ML + ML' = LL. 

Or la portion LL de la génératrice, comprise entre les cercles 
parallèles GH, G'H', est constante et égale i GG'; donc la somme 
des distances de chacun des points de la courbe aux deux points 
^ fixes F et F' est constante, et par conséquent cette courbe est une 
ellipse dont les points F et F sont les foyers. 

La somme constante GG' est égale au grand axe AA'. Si par 
le point A' on mène A'K parallèle à GH, on détermine sur la 
génératrice une portion AK égale à la dislance focale FF. Car, 
si des longueurs égales GG'et AA' on retranche, d'une part AG et 
KG', d'autre part les longueurs égales AF et A'P, il reste deux 
longueurs égales AK, FF. 

Considérons les droites DE, DE', suivant lesquelles le plan 
sécant est coupé par les plans des cercles de contact GH, GH'. 
Si du point M on abaisse une perpendiculaire MP sur le grand 
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axe, la distance du point M & la droite DE est égàk à PD. Soit 
NMN' le cercle parallèle qui passé par le point M; la longueur 
MF ou ML est égale à GN. A causç des parallèles DG, PN, 
on a 

GN_AG_AK_P]r_c 

DP~ÂD"~Âr~AA — a 

Ainsi les distances de chacun des points de l'ellipse au foyer F 
et à la droite DE sont entre elles comme la distance des foyers 
au grand axe. Cette droite DE est une directrice de l'eUipse. La 
droite D'ff est la seconde directrice. ^ 

2» Examinons maintenant le cas où la droite AA coupe les 
deux génératrices SG, SH de part et d'autre du sommet (fig. 381); 
Fig. 381, dans ce cas, le plan sécant rencontre 

les deux nappes du cône et la courbe 
se compose de deux branches sépa- 
rées. Décrivons toujours deux cercles 
et 0' tangents à la droite AA' et aux 
deux arêtes SG, SH, ou à leurs pro- 
longements. Quand on fait tourner la 
figure autour de Taxe SO, ces deux cer- 
cles engendrent deux sphères tan- 
gentes, Tune à la nappe inférieure du 
cône suivant la circonférence de cercle 
GH, l'autre à la nappe supérieure sui- 
vant la circonférence G'H' ; le plan pro- 
posé est d'ailleurs langent aux deux sphères aux points F et F. 
Soit M un point de la branche de courbe située sur la nappe 
inférieure ; la génératrice SM touche les deux sphères en L et U ; 
les deux droites MF el ML sont égales, ainsi que les deux droites 
MF et ML', comme tangentes menées à une même sphère d'un 
même point, el Ton a 

MF' — MF = MU-.ML = LL' = GG'. . 
Pour un point M de l'autre branche, on aurait MF — MF' = GG'. 
Ainsi la courbe est une hyperbole dont les points F et F' sont 
les foyers. ^ 
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On Terrait, comme précédemment, que les droites d*inter- 
section du plan sécant et des plans de contact sont les di- 
rectrices de l'hyperbole, et que le rapport constant des dis- 
tances de chacun des points de la courbe à l'un des foyers et 

AK FF' 
à la directrice correspondante est égal à j-p ou jp, c'est-à- 

, dire à -. Ici le rapport est plus grand que l'unité. 



3» Supposons enfin que la droite AA' soit parallèle à la géné- 
ratrice SH (fig. 382); décrivons un cercle tangent à la droite 
Fig. 382. ' AA' et aux génératrices SG, SH; ce 

cercle engendre une sphère tangente 
au cône suivant le cercle GH et au 
plan sécant en F. Soit DE l'intcrsec- 
.tion du plan sécant avec le plan du 
cercle de contact GH. Par le point M 
de la section menons la droite ME 
perpendiculaire à DE, et la génératrice 
SM, qui rencontre en L la courbe de 
contact; la droite ME sera parallèle 
à AA' et à SH; donc les trois droites ME, SM, SH sont dans un 
même plan, et les trois points H, L, E sur une même droite, la 
droite d'intersection de ce plan et du plan HDE. Les deux trian- 
gles MLE, HSL sont semblables; les côtés SL et SH étant égaux, 
les côtés ML et ME sont aussi égaux ; mais les droites ML et MF 
sont égales, comme tangentes menées du point M à la sphère; 
donc les dislances MF et ME sont égales. Ainsi chaque point de 
la courbe est également distant du point F et de la droite DE ; 
cette courbe est donc une parabole, dont le point F est le foyer 
et la droite DE la directrice. 




Remarque. On démontre aisément qu'un môme cône donne, 
par ses sections planes, toutes les ellipse^, toutes les para- 
boles, et les hyperboles dont l'angle des asymptotes est moindre 
que l'angle du cône; en faisant varier l'angle du cône, on 
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pourra donc obtenir aussi toutes les hyperboles. Les trois 
courbes peuvent donc être regardées <^omme les sections planes 
des cônes circulaires droits; c'est pourquoi on les a comprises 
sous la dénomination commune de sections coniques^ et ceci fait 
coinprendre la raison de Tanalogie si grande qui existe entre 
leurs propriétés. 

On peut aussi regarder les trois courbes comme le lieu des 
points tels que le rapport des dislances de chacun d'eux à un 
point fixe et à une droite fixe soit constant. Quand ce rapport 
constant est plus petit que l'unité, la courbe est une ellipse ; 
quand il est plus grand que l'unité, la courbe est une hyperbole; 
enfm, quand le rapport est égal à l'unité, la courbe est une 
parabole. La parabole sert en quelque sorte de transition entre 
l'ellipse et Thyperbolc. 

Il est aisé de voir que le foyer F, la directrice DE et la valeur 
du rapport constant définissent une section conique et une seule. 
La perpendiculaire PD, abaissée du foyer sur la directrice, sera 
un axe de la courbe (flg. 380); en cherchant sur celle droite 
deux points lels que le rapport des distances de chacun d'eux aux 
points F et D soit égal au rapport donné, on aura les deux som- 
mets A et A'; en prenant ensuite A'P'= AF, on obtiendra le second 
foyer. l.es deux foyers F et F, avec les sommets A et A' , définissent 
une ellipse ou une hyperbole ; celte courbé admet'bien la direc- . 
tricc donnée DE et le rapport donné ; on a, en effet, d'après la 

construction, Tn=T7pî en retranchant ou ajoutant les numé- 

FF 
râleurs et les dénominateurs, on obtient un rapport j^, égal à 

chacun des précédents ; la directrice de la courbe doit être per- 
pendiculaire à l'axe FF et à une dislance AD telle que l'on ait 
A F FF' 
jjr= rpî c'est donc la droite donnée DE. La courbe présente 

FF • AF 

d'ailleurs un rapport constant j-p égal au rapport donné ^. 

Théorème XXI*. 
La droite FK, qui joint le foyer d'une section conique au point 
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où xim S0canu queleanquê rencanire la direcêriu, e$t Ms^frice de 
r angle exUfkur des rayons vecteurs allant éa foyer aux points où 
la sécante coupe la courbe^ ou bissectrice de Fangk mime des rayons 
vecteurs^ suitiant quA les dieux points d^vnZer section M etMi! sont situés 
sur la mime branche de courbe ou sur deux branches différentes. 

Des points M et M' abaissons des perpendiculaires ME, WE 
sur la directrice (flg. 383); on a 

MF_MT 
ME'^MT' 



doù 



MF 

m' 



ME 

'M'E'" 



MR 
M'K* 




Fîg. 384. 



Lorsque les deux points M et M' appartiennent à une même 
p. jgg branche de courbe, le point K élant 

^tué sur le prolongement de corde 
MM', la droite FK est bissectrice de Tan- 
E' fie extérieur au triangle MFM' (III, 4). 
Lorsque les points M et M' appar* 
tiennent à deux branches différentes, 
le point K étant situé entre les points 
M et M\ la droite FE. est bissectrice 
de Tangle MFM' (III, 3). 

Corollaire I. Si Ton mène des 
tangent.cs à la courbe aux points M 
et M', et que Ton joigne le foyer F 
au point de concours P de ces tan- 
gentes (fig. 383), les deux droites FK, 
FP, étant les bissectrices de deux an- 
gles supplémentaires (5), sont perpen- 
diculaires entre elles. 

Corollaire II. Si, par un point P pris sur la directrice^ on 
mène des tangentes à une section conique^ la droite des contacts MM' 
passe par le foyer correspondant P et est perpendiculaire à la droite 
FP qui joint le point P du foyer (fîj;. 384). 

Inaaginons que la tangente Px\f soit la limite iTune sécante 
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dont les dtettx points d'intersection se sont rémiis'en un seul; 
en vertu du théorème précédent, la droite FP est perpendicu- 
laire hfH; elle est de même perpendiculaire à FBT; donc la 
ligne MFM' est droite et perpendiculaire h PP. 

Problème XVni*. 

Construire une section conique , connaissant le foyer F, et trois 
points A, B, C (fig. 385). 

Supposons le problème résolu et les trois points appartenant 
à une môme branche; le point K, où 
la sécante AB est coupée par la bissec- 
trice de l'angle extérieur au triangle 
AFB, apparlient à la directrice (21); 
la sécante BG donnera de même un 
second point K' de la directrice. Le 
foyer F, la directrice KK', et le point A, 
définissent une section conique et une 
seule; ce sera une ellipse « une parabole, ou une hyperbole, 
suivant que la distance AF sera inférieure, égale, ou supérieure 
ji la distance AE du point A à la directrice. Il est facile de voir 
que cette courbe passera par les deux autres points B et G ; en 
effet, à cause de la bissectrice FK, on a 




AP AK AE 
BF~BK~ BE" 


AP BP. 
AE~BE'' 



et par suite 

donc la courbe passe par le point B. On démontrera de même 
qu'elle passe par le point G« On a ainsi une première solution* 
On peut supposer que les trois points ne sont pas sur une 
même branche ; si, par exemple, les deux points A et B sont 
sur une même branche et k point G sur l'autre branche de 
l'hyperbole, les bissectrices des angles AFG, BFG donneront 
deux points de la directrice. Les trois solutions obtenues de 
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cette manière sont des hyperboles. On a donc en tout quatre 
solutions; des quatre sections coniques qui admettent le foyer 
donné et passent par les trois points donnés, trois sont toujours 
des hyperboles, la quatrième est une ellipse, une hyperbole ou 
une parabole, suivant la disposition des points. 

Problème XIX *. 

Construire une section coniquej connaissant un foyer et trois 
tangentes. 

Supposons le problème résolu; si du foyer F on abaisse des 
Fig. 386. perpendiculaires sur les trois tangentes, 

et qu'on prolonge chacune d'elles d'une 
longueur égale à elle-même, on obtient 
trois points H, H' H", appartenant au 
cercle directeur (fig. 386) qui a pour 
centre le second foyer F; le rayon 
FH de ce cercle est égal à l'axe 2a 
qui passe par les deux foyers. Les deux 
foyers F et F, avec la longueur 2a, défi- 
nissent une section conique et une seule. 
Il est aisé de voir que cette courbe est 
tangente aux trois droites données; en effet, soit M le point où 
le rayon FH coupe la droite MT; la somme ou la différence 
des rayons vecteurs MF et MF étant, égale à FH ou à 2a, le 
point M appartient à la courbe ; en outre, la droite MT, étant 
perpendiculaire sur le milieu de FH, est tangente à la courbe 
au point M ; le problème admet ainsi une solution et une seule. 
Si les trois points H, H', H" .étaient en ligne droite, la courbe 
cherchée serait une parabole ayant pour directrice cette droite. 

■ÉUCE. 

Définitions. . 

l<> Nous terminerons ce livre par l'étude d'une courbe non 
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plane, qui a de nombreuses applications dans les arts; ceUe 
courbe est rhëlice; on la définit de la manière suivante : 

Si, sur un cylindre droit à base circulaire, on enroule un 
plan, une droite quelconque tracée dans le plan engendre stir 
le cylindre une courbe que Ton nomme hélice. 

2*» Il importe de se faire une idée nette de l'enroulement d*un 
Fig. 387. plan sur un cylindre. 

Nous avons expli- 
qué dans le livre VII 
comment on déve- 
loppe sur un plan 
la surface latérale 
d'un prisme, et par 
suite celle d'un cy- 
lindre. Par une opé- 
ration inverse, on 
enroulera un plan 
sur un prisme ou sur un cylindre. Dans le cylindre inscrivons 
un prisme régulier; si, sur la droite indéfinie «A perpendicu- 
laire à l'arête aa^^ on prend des longueurs aB, BC, CD,... 
égales aux côtés ab, bcy cd^,.. du polygone, et que par les 
points B, C, D,... on mène des parallèles à l'arêle aa^ on 
forme des rectangles, égaux respectivement aux diverses faces 
latérales, et le rectangle total est égal à la surfiice latérale du 
prisme. Faisons tourner le plan de ce rectangle autour de l'arête 
aùi pour l'amener sur la face ah'; le rectangle aBB'a, coïncidera 
aloi^ avec le rectangle égal abb'ùi ; laissant ces rectangles appli- 
qués l'un sur l'autre, faisons tourner le plan autour de l'arête 
bb' pour l'amener sur la face bd; le rectangle BCC'B' coïncidera 
alors avec le rectangle égal bcc'b'\ laissant ces rectangles appli- 
qués l'un sur l'autre, nous ferons tourner ensuite le plan autour 
de l'arête cc\ et ainsi de suite. A la fin l'arête AAs viendra sur 
aa^ et le rectangle aAAsAs sera enroulé sur le prisme. Si l'on 
augmente indéfiniment le nombre des côtés du polygone, la 
droite aA, qui est égale au périmètre du polygone, aura pour 

THEORIE. 22 
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limite \A cirfconfêhèhce de là base; le réclanélé flAAjrts, qui est 
égal à la ôutface hitéi^lé du prisme, aura de même pour llttlile 
la surftice latérale du pirlismô ; él Ton pourra regarder la droite 
ak comme enroulée sur le cercle, et le rfeclangle comme enrbulè 
sur le cylindre. 

3*» Traçons maintenant dans le plan mobile une droite indé- 
finie aÀ^; cette droite sera divisée par les parallèles équidis- 
lâiîteâ en parties égales; quand on enroule le plan sur le 
prisine, Télément àtH se place en um dans la première face du 
prisme, rélémchl MN eh mn dans la seconde face, et ainsi de 
suite; on obtient de la sorte une ligne brisée amnpqraiy qm, 
parlant du point a, fait le tour du prisme pour aboutir en oi. 
Si l'on suppose le plan indéfiniment prolonge et qu'on Tcn- 
roulè une seconde fois sur le pHsme , le prolongement de la 
droite aÂ^ engendrera une nouvelle ligne brisée âiPiâs faisant 
suite à la première, etc. 

La même chose a lieu quand on enroule le plan sur Ife cy- 
lindre plusieurs fois successivement; la droite indéfinie aAj 

Fig. 388. 




engendre une hélice formée de spires égales amoi, aim,ai, 
OîWsaj,... (fig. 388) qui se succèdent les unes aux autres sur la 
surface du cylindre. 

4<' Au lieu de prolonger indéfiniment la droite âAi pour former 
les spires successives^ on peut opérer de la manière suivante : 
prenons sur l'arête du eylindre des longueurs ac^, aïOj, o^a,,... 
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égales à AAi et prenons les reclanglefl if|A|A|tfi| diAïAstf^*** 
égaux au rectangle akkiOi ; quand oti enroule te plan rar le 
cylindre, la diagonale aki engendre la première spire; ta 
diagonale €kk% la seconde spire, la diagonale <i»As la troitièiiie 
spire, etc; car il est visible que le prolongement de la droite 
aAi occupe la position OiA, après le premier tour, la poâitiM 
OiA, après le second tour, etc. De celte manière, on obtient toutoft 
les spires en un seul tour. 

5"* La portion mnh de génératrice comprise entre deux spires 
consécutives est constante; car c*est la longueur MMi appliquée 
sur le cjlindre, longueur égale à ooi. Cette longuettr constante 
est ce qu*on appelle le pas de rhélice. 

Il esl clair qu'une génératrice est divisée par les spires succès* 
sîvcs en parties égales. 

Quand deux hélices» tracées sur le même cylindre, ont le 
même pas et tournent dans le même sens, elles sont égales; 
car, pour les faire coïncider, il suffît de faire glisser le cylindre 
sur lui-même, parallèlement à son axe, ou de le faire tourner 
autour de son axe pour amener un point de Tune des hélices 
sur un point de l'autre. 

Théorème XXII. 
L'oi'doiwée mp de rhMice eH proportionnelle à Varc rfe férch op. 

Sur la droite ak (flg. 388) prenons une longueur aP égale à 
l'arc de cercle ap, et menons la droite PQ parallèle à Tarète a(h; 
quand on enroule le plan sur le cylindre, la droite PQ s'ap- 
plique sor la génératrice pq^ l^ point P en py le point M en m. 
Dans les triangles semblables aPM, aAAi , on a 

JfP^AAj. 
aP ak' 
on en déduit 

mp _ aai 

ap "~aA* 
Ainsi le rapport— est constant et égal au rapport dti {His àe 
rhélice à U circonférekice de là iHiee. 
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GoROLtAiRE. Réciproquement toute courbe amat, tracée snr un 
cylindre et jouissant de cette propriété, est une hélice. Car soit 
aOi Tordonnée après un tour entier; menons une droite aK 
perpendiculaire à aai et égale à la circonférence de la base, et 
traçons la diagonale aÂt du rectangle akkiOt. Considérons un 
point quelconque m de la courbe; prenons la longueur àP égale 
& Tare de cercle ap et menons la droite PM parallèle à AAi ; on 
a par hypothèse 

mp flOi _Qfli, 

ap cire. aA ' 

mais les triangles semblables donnent 

MP_AA, 

aÏÏ "~ aA • 

On en déduit ^ = -^) et comme la longueur àP est égale à 

l'arc apy on a mp=: MP. Ainsi, quand on enroulera le plan du 
reclahgle sur le cylindre, la droite PM se placera sur la droite 
égale pm, et le point M viendra en m; donc la courbe est une 
hélice. 

Il est évident que la* ligne brisée tracée sur le prisme jouit 
des mêmes propriétés. 

Remarque. Les triangles semblables donnent aussi les rap- 
ports égaux 

^ gp __ aA 

am "*" aM aA/ 

Le rapport de la projection ap d'un arc d'hélice am sur le plan 
de la base à cet arc lui-même est constant; en d'autres termes. 
Tare d'hélice est proportionnel à l'arc de cercle. 

Théorème XXIIL 

La tangente à F hélice fait un angle constant avec les génératrices 
du cylindre» 

Proposons*nous de déterminer la tangente en un point m de 
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Fig. 189. 




rhélkc (fig. 389); considérons le plan de deux génératrices voi- 
sines p9,;>V; ce plan contient les sécantes mm' et pj/k l'hélice et 
au cercle; quand la génératrice p'q' se rap- 
proche indéfiniment de pq^ la sécante pp' 
du cercle tend vers une position limite/», 
tangente au cercle; le plan sécant qpp' 
tourne autour de la génératrice pq^ et tend 
par conséquent vers la position limite qps; 
la droite mm\ qui est contenue dans ce 
plan, tend vers une position limite mt 
contenue dans le plan qps. Gomme ce rai- 
sonnement s'applique à une courbe quelconque tracée sur le 
cylindre , on en conclut que les tangentes à toutes les courbes 
tracées sur le cylindre, aux différents points d*une même arête 
P9, sont contenues dans un même plan qps\ ce plan est le plan 
tangent au cylindre le long de l'arête pq. 

Gela posé, concevons que l'on mène par le point m un plan pa- 
rallèle au plan de la base, et que dans le cercle ainsi obtenu on 
inscrive un polygone régulier dont le point m soit l'un des 
sommets; les arêtes du prisme régulier inscrit dans le cylindre 
rencontreront l'hélice en différents points m, m',... et Ton aura 
une ligne brisée inscrite dans l'hélice. Gette ligne brisée jouit 
évidemment de cette propriété que ses ordonnées comptées à 
partir du plan de base mené par le point m sont proportion- 
nelles aux portions correspondantes du périmètre da polygone 
comptées à partir du point m; si donc on développe la surface 
du prisme sur le plan de la face qpp\ en vertu du corollaire 
précédent, la ligne brisée se développera suivant une ligne 
droite mu^ qui est la droite mm! prolongée. Supposons mainte- 
nant que l'on augmente indéfiniment le nombre des côtés du 
polygone ; la surface du cylindre sera développée sur le plan qps 
tangent au cylindre le long de l'arête pç, et l'hélice^ limite de la 
ligne brisée, se développera sur ce plan suivant la droite mt, po- 
sition limite de la droite mu; mais cette droite mt^ limite de la 
sécante mm\ est évidemment la tangente à l'hélice ^u point m ; 
on en conclut que la tangente à l'héUce au point m n'est autre 
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ehose quola {Nmlion mt de h droite qm engendre Thélico, lors- 
que le plan mobile touche le cylindre suivant Yàvète^ pq passant 
par le point m. dette droite, dans son mouvement, fait avec les 
généritfrices du çjlindre un angle constant; ainsi la tangente à 
rh^ke, aux différents points de cette courbe, fait avec les gêné- 
mtficee du cylindre un angle constant. Dans la Ggure 388, cet 
angle est égal à QMAi ou à OsaAi. 

GoRO(.LAiRE. La tangente mt à rhélicç perce le plap de la base 
çiï un point fe situé sur la tangenteps <iu perqle de base; si l'on 
enroule sur le cylindre le triangle mpk, la droite mk s'epfoule 
sur l'arc d'hélice ma et la droite pk sur l'arc dp cercle pa; ainsi, 
dans le trjanglQ rectangle mpk^ le côté ph est égal à l'arc de 
ççrclc pa, et riiypoténusc ^ l'nrp d'hélice ma. 

Vm^htm XX. 



Construire la projeclion d'une hélice sur un plan perpendiculaire 
à la bmp du cylindre. 

Fig. 390. 




Prenons pour plan horis^ntal de projection le plan de lalbase 
du cylindre^ et pour plan vertical un plan parallèle au plan 
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vcrliçiU passant p^r Taxe du cylindre et rpiiginc a fie Vhé\v^ 
(tîg. 390). La droite qui, s'enroulait sur 1^ cylindre, Rfoduit 
riiéliçe e$t ^S. Il faut d^nbqrd recti^er, c'p^t-à-dire dévdoRper 
en Ugpe droite lu circpnrércnpe de )^ base. Pour q^la, on divliy 
cette circonférence en un asçez grand noipbre de partie^ i^W 
pour que chacun des arcs puisse être copsidéré çomoQe une 
petite ligne droite, et, avec une ouverture de compas égale | 
la eo|tle, on porte ces arcs à la suite les uns des autres sur }a 
droite AG. Il suffit dans la pratique ^q diviser la circonférence 
en dûU9e parties égales. Voici eonnpcnt on procède : après 
avoir tracé les deux diamètres perpendiculaires ag et di, Y\x\i 
parallèle à la ligna de terre LT, l'autre perpendiculaire, oa 
porte le rayon sur la circonférence à partir du poiql a, ce qu 
la divise d'abord en six parties égales ; on observe que Tare çd, 
moitié de ce, est la douzième par4ie de la circopférence, et, avec 
une ouverture de compas égale & la corde cd, on porte dou^e 
fois cette corde sqr la cirponférepce. 

On porte ensuite cette même longueur dpuze {bis successive- 
ment sur la droite KG; la circonférence dififérant très-peii du 
dodécagone régulier inscrit, on regardera cette droite commue 
le développement de la cirponférence. Nous n'<'ivons porté ici 
que six fois Tare a6, aHri de ne pas donner à la Qguro une trop . 
grande étendue. lia drojte AG représente donc la demi-circqn- 
férence adg. 

Par les points Bi Q, 0, E, F, G élevons des perperidiPiilaires 
à la ligne de terre LT, jusqu'à leMf rencontre avep la droitp AS. 
Quand pn enroula le plan iw triangle sur le cylindre, \p point A 
étant en. a, le point B vient en 6, et la droite BM s'applique sur 
une arête verticale du cylindre; il est clair que cette arête se 
projette en vraie grandeur sur le plan vertical suivant 6'm. Pour 
déterminer la projection m du point M de rbëlicc, il suffit dpnc 
de mener par le point b une perpendiculaire à la ligne de terre, 
et par le point M une parallèle Mm à la ligne de terre; l'inter- 
section est le point m. 

On déterminera de même la projection n du ppint N de l'hé- 
lice, en menant par le point c une perpendiculaire, et par le 
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point N une parallèle à la ligne de terre. L*arêle GN se projette 
en vraie grandeur suivant c'n. 

On obtiendra ainsi les projections des difTérents points de 
l'héliee. En faisant passer un Irait contins par tous ces points, 
on aura la projection de rhélicc sur le plan vertical. 

Il est facile de constniire la projection de la tangente à l'hé- 
lice. On demande ^ • par exemple, la tangente au point qui a 
pour projections, c sur le plan horizontal, n sur le plan vertical. 
Menons la tangente cl au. cercle en c, nous aurons la projection 
horizontale de la tangente à l'hélice. Soit t la trace horizontale 
de la tangente à l'hélice. On sait que la longueur et est égale à 
l'arc de cercle ca rectifié ; on portera donc sur la tangente au 
cercle, à partir du point c, une longueur et égale à AG, et l'on 
aura la trace horizontale t de la tangente à l'hélice. 

Gette trace se projette en t sur le plan vertical ; si l'on joint nt\ 
on aura la projection verticale de la tangente à l'hélice. Gette 
projection verticale nt de la tangente est elle-même tangente 
à la projection de la courbe. 

Au point s de l'hélice, la tangente, ayant pour projection ho- 
rizontale la droite g^j qui est perpendiculaire à la ligne de 
terré, aura pour projection verticale la droite (fsy qui est aussi 
perpendiculaire à la ligne de terre. De même, au point A 
et au point A', la tangente a pour projection verticale la 
droite AA'. 

Au point p^ la tangente à l'hélice^ étant parallèle au plan ver- 
tical, se projette en vraie grandeur sur le plan vertical, et 
l'angle qu'elle fait avec les génératrices du cylindre se conserve 
en projection. 

EXERGICES. 

1. Construire une ellipse connaissant : l*" un foyer^ deux tangentes et un 
point; 2" un foyer, deux tangentes et le point de contact de l'une d'eUes; 
3** un foyer, une tangente et son point de contact, et un point de la courbe; 
4** un sommet, un foyer et un point. 

% Lieu géométrique des projections des points F et F'surles tangentes meuéeb 
d'un même point P à une infinité d'ellipses ou d'hyperboles ayant pour foyers 
ces deux "points F et F'. 
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3. Lieu des foyers des ellii>ses qui ont même centre , sont tangentes à une 
même droite , et ont leurs grands axes égaux. 

4. Lieu décrit par une droite de longueur constante dont les extrémités glis- 
sent sur deux droites rectangulaires. 

5. Lieu décrit par un point d'une droite égale au rayon, dont les extrémités 
glissent sur une circonférence et sur un diamètre donnés, 

6. Étant donnés un cercle et un diamètre DB, par un point G quelconque 
pris sur AB, on élé?e une perpendiculaire à AB, elle coupe le cercle en D; on 
prolonge GO d*une longueur DE égale à ÂG; lieu des points E. 

7. Ëtant donnés deux points fixes A, B, on prend sur la droite AB un point 
G quelconque, sur AG comme diamètre on décrit une circonférence, elle ren- 
contre en D une perpendiculaire menée par B à la droite AB. On achèye le 
rectangle DBGE ; lieu des points E. 

g. Lieu des sommets des angles droits circonscrits à une parabole. 

9. Construire une parabole connaissant : I* le foyer et deux tangentes;- 2* le 
foyer, une tangente et le point de contact; 3** le foyer, une tangente et un 
point; 4** le foyer et deux points. 

19. Mêmes problèmes en remplaçant le foyer par la directrice. 

II. Trouver les points d'intersection de deux paraboles connaissant le foyer 
et la directrice de chaque parabole, et sachant que Taxe de la première est en 
ligne droite avec Vaxe de la seconde. 

I). Mener par un point de l'axe d'une parabole deux normales à la courbe 
fjisant entre elles un angle donné. 
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COMPLËMENT. 

Ang]es trièdres. -^ Triangles gpîiérîques. — Problèmes sur la sphère. 
Figpres symétriques. 

AXGLES TRIÈDEES. 

Nous avons donné, à la fin du livre V, les propriétés les plus 
élémentaires des angles trièdres. Nous ajoiiterons quelques 
théorèmes à ceux que nous avons démontrés, afln de compléter 
celte théorie. 

Théorème I. 

Si, par le sommet (ïun angle trièdre, on viène une perpendiculaire 
à chacune des faces du côté de la troisième arête , on a deux angles 
trièdres tels que les angles plans de chaôu/n d'eux sont supplément 
taires des angles dièdres de l'autre. 

Nous commencerons par élablir quelqupg principeç très- 
simples, qui nous serviront dans la démonstration. 

Nous avons vu, dans le livre I, théorème xviii, que deux an- 
gles plans qui ont leurs côtés respectivement perpendiculaires, 
Fig. 39t. ^ sont égaux ou supplémentaires. Il est 

utile, pour ce qui va suivre, de donner à 
B' ces deux angles une disposition particu- 




lière. Soit AOB un angle proposé; par 
le sommet menons une droite OA' per- 
pendiculaire à OA du côté de OB, et de môme une droite OB' 
perpendiculan*e à OB du côté de OA ; je dis que l'angle A'OB' ainsi 
formé est supplémentaire de l'angle AOB. Lorsque Tangle donné 
AOB est aigu (fig. 391), les angles droits AOA', BOB' étant plus 
grands que AOB, les deux droites OA' et OB' sont situées en dehors 
de l'angle AOB; l'angle A'OB' est égal à l'angle; droit A'OA, plus 
l'angle AOB' ; mais ce dernier, ajouté à l'angle AOB, forme l'an- 




coiipl]$mc;nt. 9^7 

gle droit BOB'; donc |a sopime des deux angles AQ6, A'OB' est 

égale & deu^ angles drpits. 

Lorsque Tanglc donné ÂOB est obtus (fig. 392) , les anglf^ 

Fig. 893. d^ojjg j^û^'^ 3QB' étant plus petits que 

^'\^ /*' AOB, les deux droites OA' et OB' son| 

situées d^Ds l'angle AOB; Tangle AOB 

est ég^l à l'angle droit AOA', plus l'aqglD 

A'OB; mais ce dernier , ajouté à Tangl^ 

A'OB'^ forme Tangle droit BOB'; doncJQ somme des deux angles 

AOB, A'OB' est égale à deux angles droits. Il y a évidemmen| 

réciprocité dans la disposition des d^ux angles. 

Si, par un point pris sur Taréte d'un angle dièdre, on mène 
un plan perpendiculaire à cette arête, ce plan coupe l'angie 
dièdre suivant un angle plan AOB qui mesure l'angle dièdre. 
Par le point menons une droite OA' perpendiculaire à la (ape 
OA du côté de ]a face OB, et de même une droite OB' pprpendi* 
culaire h la foce OB du c6té de la face OA ; pes deux droites, cour 
tenues dans le plau AOB, et respectivement perpendiculaires 
aux côtés de l'angle AOB, forment un angle A'OB' qui présente, 
par rapport à l'angle AOB, la disposition précédente; donc 
l'angle plan A'OB' est supplémentaire de l'angle dièdre AOB. 
Cela posé, soit OABG un angle trièdre (fig. 393). Par le soma 
Fig. m, met menons une .p0rpendiculiiire OA' 

' A à la face BOG du côté de l'arête OA, ime 

/ perpendiculaire OB' A la face COA du 

' côlé de l'arôle OB, et enfin une perpen- 

diculaire OC' à la face AOB du côté de 
l'arête OC ; je dis que les angles pL'W de 
l'angle trièdre OA'B'G' sont supplén^j^- 
tairesdesanglesdièdresdupremierangle 
trièdre. En effet, si l'on considère l'angle 
dièdre OA formé par les deux plans AOB, AÛG, la droite OC' est 
perpendiculaire à Li &ce AOB du c6iè de l'arête OC, et par con-» 
séquent du côté de l'autre fiice AOG; la droite OB' est perpen- 
diculaire à la fiiee AOG , du côté de l'autre foce AOB; d'après ce 
qui a été dit, l'angle plan B'OÇ' est supplémentaire de l'angle 
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dièdre OA. De même, l'angle plan G'OA' est supplémentaire de 
Tangle dièdre OB, et l'angle plan A'OB' supplémentaire de 
l'angle dièdre OC. 

Il y a réciprocité : l'angle trièdre OABG est disposé par rap- 
port à l'angle trièdre OA'B'C comme celui-ci par rapport au pre- 
mier. En effet, les droites OB' et OC', étant respectivement per- 
pendiculaires aux plans AOG, AOB, sont perpendiculaires à la 
droite OA qui est contenue dans ces plans, et par conséquent la 
droite OA est perpendiculaire au plan B'OC La droite OA', per- 
pendiculaire au plan BOG, a été menée du côté de l'arête OA; il 
en résulte que l'angle AOA' est aigu (V, 6), et par suite que la 
droite OA, perpendiculaire au plan B'OG', est située du même 
côté de ce plan que l'arête OA'. On démontrerait de même que 
l'arête OB est perpendiculaire à la face G'OA' du côté de l'arête 
OB', et l'arête OC perpendiculaire à la face A'OB' du côté de l'a- 
rête OC. On conclut de là que, réciproquement, les angles plans 
de l'angle trièdre OABG sont supplémentaires des angles dièdres 
de l'angle trièdre OA'B'G'; l'angle plan BOG est supplémentaire 
de l'angle dièdfe OA', etc. 

En résumé, les deux angles trièdres OABG, OA'B'G' sont tels 
que les angles plans ou les Taces de l'un sont les suppléments 
des angles dièdres de l'autre. On les a nommés pour cette raison 
angles êrièdres swppUmentaires. La considération des angles triè- 
dres supplémentaires est d'une grande importance pour l'étude 
des angles trièdres. 

Théorème II. 

I>mx angles trièdres y qui ont leurs trois angles dièdres égaux 
chacun à chacun, sont égaux ou symétriqites. 

Considérons les angles trièdres supplémentaires des angles 
■trièdres proposés; ces deux angles trièdres ont leurs trois laces 
égales chacune à chacune, comme suppléments d'angles dièdres 
égaux; ils sont donc égaux ou symétriques, et par conséquent 
ont leurs angles dièdres égaux chacun à chacun (V, 36). Les 
faces des deux angles dièdres proposé^^^ étant supplémentaires 
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(le ces angles dièdres égaux , sont aussi^égales chacnne à cha-!* 
ru ne; donc ces deux angles trièdres sont égaux ou symétriques, 

Théorème ilL 

Avec trois angles plans, dont le plu^ grand gst moindre que la 
Fig. 394. somme des deux aa-* 

,,-^-51,^ (resy et dont la somme 

est plus petite que qua^ 
tre angles droits , on peut 
construire un angle trié- 
dre et son symétrique. 

Nous savons que dans 
un angle trié Jre la plus 
'y' ^. i \, \ \ grande face est moindre 
i \^ \ que la somme des deux 

çA' 1 , .'^^H autres (V, 29). Noussa- 

' N^ . j / vonsaussiquclasomme 

"- ^ i / des faces d'un angle 

V, i / polyèdre, et par con- 

.^ I / séquent la somme des 

^'-i-' faces d'un angle triè- 

• * dre, est moindre que 

quatre angles droits (V, 30). Pour que l'angle trièdre existe, il 

faut donc que les trois faces données satisfassent à ces deux 

conditions; nous allons démontrer qu'elles sont suffisantes. * 

Soit AOB la plus grande face, AOC et BOC les deux autres 
rabattues sur le plan de la première (6g. 394). Du point comme 
centre, avec un rayon arbitraire, décrivons une circonférence; 
prenons l'arc AD égal à AC, BE égal à BG"; joignons CD, G"E. 
La corde CD est perpendiculaire au rayon OA , qui divise l'arc 
CAD en deux parties égalas ; de même la corde G'E est perpen- 
diculaire à OB ; nous ferons voir d'abord que ces deux cordes 
se coupent. La plus grande face AOB étant moindre que la 
somme des deux autres AOC et BOC, l'arc AB est moindre 
que la somme des deux arcs AC et BC', et par conséquent 
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moindre que AD + BE; les deux points D et Ë sont donc 
placés sut* l'àrc AB, et le point E entre lés points A et D. 
D*autre part, comme la somme des faces est plus petite que 
quatre angles droits, l'arc C'ABG", qui mesure la "somme 
de ces trois angles , est plus petit qu'une circonférence en- 
tière, et par conséquent le point G'' est placé sur l'arc BMC. 
La corde G'D divise la circonférence en deux arcs CAD, DMC, 
le point E est situé sur le premier de ces ares, le point C sur 
l'autre ; la corde EG" coupera donc nécessairement la corde CD 
en un certain point c. 

Imaginons maintenant que Ton fasse tourner l'angle AOG' au- 
tour de la droite OA, et l'angle BOG" autour de OB; les droites 
OC cl OG" décriront des cônes circulaires droits ; l'intersection 
de CCS deux cônes donnera la position de la troisième arête OG 
dans Tespace. Il s'agit de trouver l'intersection des deux cônes. 

Pour fixer les idées, supposons que le plan de la figure, c'est- 
à-dire lé plan de la face AOB , soit horizontal. Dans le mouve- 
ment de rotation autour de OA, le point G' décrit un cercle de 
rayon CI, daiis le plan vertical élevé par le diamètre G'D. Dans 
le mouvement de rotation autour de OB, le point G" décrit de 
même un cercle de rayon G"K, dans le plan vertical élevé par 
le diamètre CE. Ces deux plans verticaux se coupent suivant 
une verticale élevée par le point c. Il est aisé de voir que celle 
verticale rencohlre les deux circonférences en un môrtte point G 
au-dessus du plan horizontal. Ghacune des circonférences donne 
en effet un triangle OcG , rectangle en c , dont l'hypoténuse OC 
est égale à OC ou à OC ; l'hypoténuse étant la itiêmè, ainsi que 
le côté de l'angle droit Oc, on a le même triangle rectangle, et 
par suite le même point C sur la verticale élevée au point e. 
La droite OG dans l'espace est la droite d'intersection des deux 
cônes décrits par OC et OG"; cette droite avec OA et OB forme 
tih angle trièdre ayant les trois faces données. 

Pour avoir l'élévation du point G au-dessus du plan AOB, il 
isuffit de rabattre sur le plan horizontal le triangle rectangle OcG, 
éti le faisant tourner autour de Oc; la verticale cG se rabat suî- 
vattt Ime droite c(7 perpendiculaire à Oc; l'hypoténuse élan 
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égale au rayon du cei'dc décrit sur le plan horizontal, on mar- 
quera le point G" où cette perpendiculaire coupe le cercle; 
cCT est rélévation du point G au-dessus du plan horizontal. 

Les deux cercles décrits par les points G' et G" se coupent en 
un second point situé au-dessous du plan horizontal, sur la ver- 
ticale menée par le point c et à la même distance cCT. Il en ré- 
sulte un second angle trièdre symétrique du premier. 

Ainsi, avec trois angles plans, dont le plus grand est moindre 
que la somme des deux autres, et dont la somme est plus petile 
que quatre angles droits, on peut toujours construire deux 
angles trièdres symétriques, et on n'en peut pas avoir d'autres; 

Remarque: It est même facile de déterminer les angles dièdres 
de ces deux angles trièdres. Considérons le triangle rectangle 
Glc^ dans lequel l'angle en I mesure l'angle dièdre OÂ. Rabat*^ 
tons ce triangle sur le plan horizontal, en le faisant tourner 
autour de cl ; la verticale cG se rabat suivant une droite cCi per- 
pendiculaire à cl et égale à cC*; d'ailleurs l'hypoténuse ICi est 
égale & IQ', ce qui donne une vérification ; l'angle cICi ainsi 
obtenu mesure l'angle dièdre OÀ. En rabattant de la même 
manière le triangle rectangle GKc, on obtient l'angle éK\\, qui 
mesure Tangle dISdre OB. 

Il reste à trouver Tangle dièdre OC. Par un point quelconque 
deTarèle OC, par exemple parle point G, menons dans les plans 
des deux faces COA, COB, des perpendiculaires à cette arôle, 
Tangle de ces deux perpendiculaires mesurera l'angle dièdre OC. 
Quand on développe l'angle trièdre comme nous l'avons fait^ 
ces deux perpendiculaires se rabattent, l'une suivant la droite C'G 
perpendiculaire à OC', l'autre suivant la droite G"H perpendicu- 
laire à OG^; la première a pour trace horizontale le point G, où 
elle rencontre Taréte OA; la seconde le point H, où elle ren* 
contre l'arête OB; la droite 6H est donc la trace horizontale du 
plan mené parle point C perpendiculairement à l'arête OC, et 
comme vérification , on remarquera que cette trace doit être 
perpendiculaire à la projection horizontale Oc de l'arête. Rabat- 
tons maintenant ce plan sur le plan horizontal en le faisant 
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tourner autour de sa Irace GH , nous obtiendrons Tangle 6C|H 
qui mesure l'angle dièdre OC. 

Théorème IV. 

Dans iotU angle trièdre OABG , la somme des trois angles dièdres 
est pliis grande que deux angles droits^ et un angle dièdre quelconque 
augm>enté de deux angles droits est plus grand que la somme des 
deux autres. 

Formons l'angle lriè(jlre supplémentaire OA'B'C (fig. 393), 
comme nous l'avons expliqué (Ib. I) ; chaque face de ce second 
angle trièdre, ajoulée à l'angle dièdre correspondant du premier, 
donne une somme égale à deux angles droits; donc la somme des 
trois faces du second angle trièdre et des trois angles dièdres du 
premier est égale à six angles droits; mais nous savons que la 
somme des faces du second angle trièdre est plus petite que qua- 
tre angles droits; il en résulte que là somme des angles dièdres 
du premier angle trièdre est plus grande que deux angles droits. 

Il est évident d'ailleurs que cette somme est plus petite que 
six angles droits, puisque cbaque angle dièdre est moindre 
que deux angles droits. 

Dans l'angle trièdre supplémentaire OA'B'C, une face quel- 
conque étant moindre que la somme des deux autres, on a 

B'OC'<G'OA' + A'OB'. 

Les faces de cet angle trièdre étant les suppléments des angles 
dièdres de l'angle trièdre OABG, il vient 

2 droits — dièdre 0A<2 dr. — di. 0B-f2 dr. — di. OC; 

en ajoutant la somme des trois angles dièdres et retranchant 
deux angles droits de cbaque côté, on obtient l'inégalité 

di. OB+di. OG<di. OA+2 dr., 
ou di. OA+2 dr.>di. OB + di. OG. 

Ainsi l'angle dièdre OA, augmenté de deux angles droits, est 
plus grand que la somme des deux autres. 
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Théorème ¥• 

Avec trois angles dièdres donnés , dont le plm petit augmenté de 
deux angles droits est plus grand que la somme des deux autres , et 
dont la somme est plus grande que deux angles droits ^ ofipeut tou^ 
jours construire un angle trièdre et son symétrique. 

Pour qu*il existe un angle trièdre admettant les trois angles 
dièdres donnés , il est nécessaire d'abord que ces trois angles 
dièdres satisfassent aux deux conditions énoncées; car nous avons 
démontré (4) que dans tout angle trièdre ces conditions sont 
remplies. Nous ferons voir qu'elles sont suffisantes. 

Désignons par Â, B, C les trois angles dièdres donnés, ou 
plutôt les angles plans qui les mesurent, et par a\ b\ c' les trois 
angles plans supplémentaires; la somme À-f B-|- G , augmen- 
tée de a'-f {^'+^'9 vaut six angles droits; puisque la somme 
A-j-B+G est plus grande que deux angles droits, la somme 
a' 4- ^' + c* est plus petite que quatre angles droits. Soit A le plus 
petit des trois angles dièdres; à ce plus petit angle correspond 
le plus grand supplément a'; on a 

A+2droits>B + C; 

si l'on remplace A, B, G- par leurs valeurs S dr. — a', a dr. — 6', 
2dr. — c', il vient 

2dr. — a'+2dr,>2dr--.t'+2dr.— c'; 

ajoutant a' + b'+c' et retranchant quatre angles droits de part 
et d'autre, on obtient riiiëgalité 

on 

Ainsi les trois angles plans a\ b\ c' sont tels que leur somme 
est plus petite que quatre angles droits et que le plus grand est 
plus petit que la somme des deux autres ; avec ces trois faces on 
peut donc construire un angle trièdre et son symétrique (3) ; sup- 

THEORIE. 23 



354 LIVRE IX. 

posons-le construit et par le sommet menons une perpendicu- 
laire à chacune des faces, du côté de la troisième arête; nous, 
formerons ainsi un second angle Irièdre dont les angles dièdres 
seront les suppléments des faces a', b\ d du premier, et qui par 
conséquent seront égaux aux angles dièdres donnés A, B, C ; ce 
sera l'angle Iriêdrè demandé. Si l'on appelle A', B', C^ les angles 
dièdres du premier angle trîèdre, en prenant leurs supplèmenis 
on aura les trois faces a, 5, c, de l'angle trièdre demandé et on 
pourra le construire par le procédé ordinaire (3). 

TRIANGLES SPHÉRIQUES. 

Principes. 

!• Dans le livré VII, nous avons déjà dit quelqueis mots des 
ligures tracées sur la sphère. Nous avons vu (7) que toute section 
plane de la sphère est un cei*cle, qui a pour centre le pied de la 
perpendiculaire abaissée du centre de la sphère sur le plan sé- 
cant. Lorsque le plan sécant passe par le centre de liai sphère, 
il coupe la sphère suivant un grand cercle, ayant même centre 
et même rayon que la sphère. Autrement, le plan coupe suivant 
un petit cercle, qui va en diminuant à mesure que le plan s'é- 
loigne du centre. 

2® Par deux points pris à volonté sur la surface de la sphère, 
on peut faire passer une circonférence de grand cercle et on 
n'en peut faire passer qu'une. Garces deux points, avec le centre, 
déterminent un plan. 

Toutefois, lorsque les deux points donnés sont situés aux ex-» 
trémités d'un môme diamètre, ces deux points et le centre étant 
en ligne droite, tout plan mené par ce diamètre coupe la sphère 
suivant un grand cercle passant par les deux points donnés. 

3° Par trois points pris à volonté sur la surface de la sphère, 
on pettt faire passer une circonférence de petit cercle et on 
n'en peut faire passer qu'une. Car ces trois points déterminent 
un plan. 
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4'' Le dinmëtre perpendiculaire au plan d*un cercle perce la 
sphère en deux points opposés, que l'on nomme les pôks du 
oetxîle. Le pôle joue dans les constructions graphiques sur la 
sphère le même rôle que le centre sur le plan ; si Ton place au 
pôle la pointe sèche d*un compas à branches recourbées et 
qu'on fasse tourner le compas, l'exlrémité de l'autre branche 
décrira un cercle sur la surfoce de la sphère. 

b"" Il est clair que le plan d*un grand cercle ABC (Og. 395) 
Fîf- W5» divise la sphère en deux parties égales. 

Car si l'on retourne la partie supérieure 
pour rappliquer sur la partie inférieure, 
en faisant coïncider le cercle ABC avec 
lui-même, un rayon quelconque OM pren- 
dra la direction ON, et comme OM^sONi 
le point M tombera au point N, et les deux hémisphères com- 
cideront. 

6' Deux grands cercles ABA', ACA' se coupent mutuellement 
en deux parties égales (fig. 396). Car ies plans des deux grands 
<^ercles, passant par le centre de la sphère, se coupent suivant 
un diamètre AA' de la sphère et ce diamètre divise chacun 
des grands cercles en deux parties égales. 

7* L'angle de deux grands cercles ABA', AGA', qui se coupent 
au point A, est l'angle des tangentes AG, 
AH menées par le point A à ces deux cer- 
cles. Par le centre de la sphère menons 
*un plan BGB" perpendiculaire au diamètre 
AA' ; il est aisé de voir que Tare BG craipris 
dans Tangle A mesure cet angle. En effets 
les droites OB et AG, mtuées lotîtes deux 
dans le plan ABA' et perpendiculaires au diamètre AA', «ont pa^ 
mllëles; les droites ÔG et AH, situées dans le plan ACA' et per- 
pendiculaires à ce même diamètre, sont aussi paiTillètes; ainsi 
Tnngle GAH est égal à l'angle au centre BOG, qui a pour mesure 
rauf>c BG. On conclut de là que Fangk A de deux grands eerdês a 
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pour mesure Parc de grand cercle BC décrit du sommet A comme 
pâle et compris entre les côtés de rangle. 

L*ang1e opposé À' est égal à A/ et il est. à remarquer que 
rangle GAH ou BOG, qui mesure chacun de ces deux angles, 
mesure aussi l'angle dièdre AA'. 

Pig. SOT. 8® On appelle triangle sphérique la portion 

ABC (fig. 397) de la surface de la sphère com- 
prise entre trois arcs de grand cercle. Ces 
trois arcs AB, BC, AC sont les côlés du trian- 
gle sphérique ; les angles qu'ils forment entre 
eux sont les angles du triangle sphérique ; 
les points A, B, G en sont les sommets. 
Considérons l'angle triëdre OABC, qui a son sommet au cen- 
tre de la sphère, et qui est formé par les plans des trois arcs 
de grand cercle. Les faces de cet angle trièdre, c'est-à-dire les 
angles au centre AOB, BOC, AOC, ont pour mesure les arcs 
AB, BC, AG, ou les côtés du triangle sphérique. Les angles 
dièdres OA, OB, OC de l'angle trièdre ont mèmemesure, comme 
nous l'avons yu, que les angles A> B, G du triangle sphérique. 
Il existe ainsi une corrélation très remarquable entre le triangle 
sphérique et l'angle trièdre correspondant; les côtés du triangle 
sphérique mesurent les faces de l'angle trièdre ; les angles du 
triangle sphérique sont les mêmes que les angles dièdres de 
l'angle trièdre. 

9<> Il suit de là que toute propriété de l'angle trièdre se traduit 
par une propriété analogue du triangle sphérique. Nous avons 
démontré (V, 29) que dans tout angle trièdre une face quel- 
conque est plus petite que la somme des deux autres; il en 
résulte que dans tout triangle sphérique un côté quelconque est 
plus petit que la somme des deux autres. 

Lorsqu'un triangle sphérique a deux angles égaux» les côtés 
opposés sont égaux et le triangle est isocèle (Y, 31). Loi'squ'un 
angle est plus grand qu'un autre, le côté opposé est plus 
grand (V, 3-2). Les réciproques sont vraies : dans un triangle 
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sphérique isocèle, les angles opposés aux côtés égaux sont 
égaux. 

10* Si Ton prolonge de Tautre côté du centre les arêtes de 
Fangle trièdre, on forme l'angle trièdre symétrique, qui déter- 
nùne sur la surface de la sphère un second triangle Â'B'C qui 
a ses côtés et ses angles égaux à ceux du triangle ABC, mais 
disposés en ordre inverse ; ce triangle ne peut coïncider avec le 
premier; on rappelle triangle symétrique. 

Il résulte des théorèmes 33, 34, 36 du livre V et du théorème S 

du livre IX que deux triangles sphériques sont égaux ou symé- 

.triques, lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés 

* égaux chacun à chacun, ou un côté égal adjacent à deux angles 

égaux chacun à chacun , ou leurs trois côtés égaux chacun à 

chacun, ou leurs trois angles égaux chacun à chacun. 

Théorème VI. 

La somme des trois côtés (ftin triangle sphériqiAe ABC est plus 
petite qu'une circonférence de grafid cercle. 

Si l'on considère l'angle trièdre qui a son sommet au centre 
de la sphère, et qui correspond au triangle sphérique ABC, on. 
sait que la somme des trois faces de cet angle trièdre est moindre 
que quatre angles droits; il en résulte que la somme des trois 
côtés du triangle sphérique est moindre qu'une circonférence de 
grand cercle. 

Voici comment on peut démontrer directement ce théorème : 
prolongeons les deux côtés AB, AG du triangle sphérique jus- 
qu'à leur rencontre en A' (fig. 398). Deux grands cercles se cou- 
Fig. S9%* pant mutuellement en deux parties 

^u ^^ égales, ABA' et AGA' sont deux demî- 

y^ \ /^ circonférences de grand cercle; mais, 
X \y' dans le triangle sphérique BGA', le côté 

^^ ^ BG est plus petit que la somme BA'+CA' 

des deux autres; on voit par là que la somme des trois côtés 
du triangle ABC est plus petite que la somme des deux demi- 
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circonférences AB A', ACA', et par conséquent plus petite q^'am 
circonférence de grand cercle. 

Corollaire. Le périmètre d'un polygone sphérique convexe d'un 
nombre quelconque de côtés est plus petit qu'une circonférence de 
grand cercle. 

Un polygone sphérique est une portion de la surface de la 
sphère terminée par des arcs de grand cercle; le polygone est 
convexe lorsque chaque côté prolongé laisse tout le polygone 
» dans le même hémisphère. 

Considérons, par exemple, le quadrilatère convexe ABCD 

(Hg, 399), Prolongeons les deux côtés BC çt AD jusqu'à leur 

^,. ^^ rencontre en E; dans le triangle sphé- 

* ' rique CDE, le côté CD étant moindre 

/ ~--^c que la somme des deux autres GE+DE, 

on voit que le périmètre du quadrila- 
'^ tère est plus petit que celui du trian- 
gle ABE, et par conséquent plus petit 
qu'une circonférence de grand cercle. 
Cette proposition résulte d'ailleurs immédiatement du théo- 
rème 30 du livre V; car à un polygone sphérique convexe cor- 
respond un angle polyèdre convexe ayant son sommet au centre 
de la sphère, et on a démontré que la somme des faces de cet 
angle polyèdre est plus petite que quaire angles droits. 

Théorème VU, 

Si des sommets d'un triangle sphérique ABC comme pôles, on dé-' 
crit trois arcs de grand cercle, on formera un second triangle A'B'C 
dont les sommets sont réciproquement les pôles des côtés du premier; 
les côtés de chacun de ces triangles sont les suppléments des angles de 
Vautre. 

Du point A comme pôle, avec une ouverture de compas égale 
ûxx côté du carré inscrit dans un grand cercle (VII, prob. 1), 
décrivons l'arc de grand cercle B'C (400) ; du sommet B comme 
pôle Tare da grand cercle X'G et du sommet G l'arc A^B'. Ces trois 
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arcs de grand cervlâ ge coupent deux k àcui{, de munière k 
fortuer le triangle A'B'C Joignons le centre de la sphère aux 
soQin^etsdeces deux trianglea. Le point G étant le pôle de Tare 
A'B» le rayon OC est perpendiculaire au plan kO'V ; de même, 
le point B étant le p61e de l'arc AC, le rayon OB est perpendi*, 
Pig. M. culaire au plan A'OC; le plan BÛG de 

ces deux rayons est donc perpendieu-* 
laire aux deux plans A'OB\ A'OGs et par 
conséquent perpendiculaire à leur in- 
tersection OA' ; donc le point A' est le 
pôle de l'arc BG, On verrait de même 
que le point B' est le pôle de Tare AG, 
et le point G' le pôle de l'arc AB. Ainsi 
les sommets du second triangle A'B'G' sont réciprQquement les 
pôles des côtés du premier triangle ABC. 

Ces deux triangles ABC» k'VG\ tels que les sommets de l'un 
sont les pôles des côtés de l'autre, ont été nommés pour cette 
raison triangles polaires réciproques. Mais il y a une précaution à 
prendre dans la construction du triangle polaire ; l'arc de grand 
cercle BG a dieux pôles, situés aux extrémités du diamètre 
perpendiculaire au plan de ce grand cercle : nous avons choisi 
le pôle A' qui est ^it^é dan^ le même hémisphère que le 
sommet A par rapport au plan de ce grand cercle. De même» 
par rapport au grand cercle AG, le pôle B'a été pris dans le 
même béniisphère que le sommet B, et aussi le pôle G', par 
rapport au grand cercle AB, dans le même hémisphère que le 
sommet G* 

De cette manière, chacune des arêtes de l'angle trièdre OA'B'C' 
est perpendiculaire à la face correspondante de l'angle triè«- 
di'e OABG, du côté de la troisième arête; ces deux angles 
trièdres sont donc supplémentaires (l), et par conséquent 
les deux triangles sphériques ABC, A'B'G' jouissent des pro- 
priétés des angles trièdres supplémentaires, c'est-à-dire que 
les côlés de chacun d'eux sont les suppléments des angles de 
l'autre. 
Au reslCi il est facile de démontrer directement cette pro- 
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priélé. L'angle A a pour mesure Tare de grand cercle DE, décril 
du sommet A comme pôle et compris entre ses c6tés; le iK)iDt B' 
élan! le pôle du grand cercle ACE, Tare B'E est égal à un qua- 
drant, c'est-à-dire au quart d'une circonférence de grand cercle ; 
de même l'arc CD* est un quadrant; la somme de ces deux arcs 
vaut donc deux quadrants^ou une demb circonférence de grand 
cercle; mais la somme des deux arcs B'E et CD est égale à la 
somme des deux arcs B'C' et DE; donc l'arc B'C est le supplé- 
*ment de l'arc DE qui mesure l'angle A. De même le côté A'C est 
le supplément de l'angle B et le côté AB' le supplément de 
l'angle G. A cause de la réciprocité, les côtés BG, AG, AB du 
premier triangle sont aussi les suppléments des angles A',B',G' 
du second. 

Corollaire L Dans tout triangle sphérique^ la somme des trois 
angles est plits grande que deux angles droits, et un angle quel- 
conque augmenté de deux angles droits est plus grand que la somme 
des deux autres. 

Il suffit de répéter les raisonnements qui ont été faits sur 
l'angle trièdre. Pour abréger, désignons par a, t, c les côtés, cl 
par A, B^ G les angles du triangle ABC, par a\ V, d les côtés, et 
par A', B', G' les angles du triangle polaire A'B'G^ La somme 
des angles du triangle proposé, augmentée de celle des côtés 
du triangle polaire, vaut six angles droits ; cette dernière somme 
étant plus petite que quatre angles droits, la première est plus 
grande que deux angles droits. 

Dans le triangle polaire, on a 

a'<6'-fc'; 

en remplaçant a* par deux angles droits moins A, etc., il vient 

2 dr. — A< 2 dr. — B-f 2 dr. — G; 
d'où 

A + 2dr.>B + C. 

Remarque. Les propriétés des triangles polaires peuvent être 
étendues aux polygones sphériques d'un nombre quelconque 
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Fig. 402. 



de c6tés. Soit le polygone convexe ABGDE (fig. 401); du som- 
met Â comme pôle, décrivons Tare de grand cercle ETA', du 
sommet B Tare de grandcercle A'B', etc.; 
marquons les points d'intersection dans 
l'ordre suivant lequel on parcourt le 
polygone, nous formerons ainsi un po« 
lygone A'B'C'D'E', dont les sommets sont 
réciproquement les pôles des côtés du 
premier. Par exemple le rayon OA', in- 
tersection des deux plans E'OA', A'OB', 
perpendiculaires aux rayons OA et OB, sera perpendiculaire 
au plan AOB, et le point A' sera le pôle de l'arc AB. Des deux 
pôles du grand cercle AB, nous choisissons celui qui est dans 
le même hémisphère que le polygone par rapport à ce grand 
cercle. D'après le raisonnement fait dans le théorème précé- 
dent, les côtés de chacun des polygones sont des suppléments 
des angles de l'autre. Ces deux figures 
ont été nommées polaires réciproques; 
aux sommets del'une correspondent les 
côtés de l'autre, et réciproquement. Si, 
dans l'une des figures, trois points sont 
situés sur un même grand cercle, il est 
clair que dans l'autre figure les trois 
grands cercles correspondants passe- 
ront par un môme point, pôle de ce grand cercle, et que, 
réciproquement, si dans l'une des figures trois grands cercles 
passent par un même point, les trois points correspondants de 
l'autre figure seront situés sur une même circonférence de 
grand cercle dont ce point est le pôle. 

Imaginons maintenant que les côtés du premier polygone 
diminuent indéfiniment, les côtés du second diminueront aussi 
indéfiniment. Les deux polygones tendront vers deux courhes 
dont les points se correspondent deux à deux (fig. 402), de telle 
sorte que chacun d'eux est le pôle de l'arc de grand cercle tan- 
gent à l'autre courbe au point correspondant. Ainsi, dans la 
figure 401, le point Best le pôle du côté B'A', et réciproquement 
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\b point B' fftt le fW^le du côté BG; à la Hmile IVc BT pro^ 
longé devieot tangent à la seconde courbe en B' (tig, kQ2% et 
l'arc BC devient tangent à la première courbe en B; les deux 
points B et B' se correspondent doue sur les deux courbes. A 
un' petit cerclée orrespond un autre petit cercle ayant même 
pôle. A trois points pris à volonté sur l'un d'eux correspondent 
trois arcs de grand cercle tangents au second; d'où l'on con- 
clut que le cercle circonscrit à un triangle sphéiique a même 
])âle que le cercle inscrit dans le triangle polaire. 



Théorème VIII. 

U plxtë court chemin (f tm point à un autre sur la surface de la 
sphère est Varc de grand cercle. 

Nous Taisons remarquer d'abord que le plus court chemin sur 
la surface de la sphère du pôle P aux difTérents points du cercle 
AMB (6g. 4Ô3) est le même. Car, si l'on fait tourner la sphère 
autour du diamètre PF jusqu'à ce que le point M vienne en N, 
la sphère ne cessant pas de coïncider avec elle-même, il est 
évident que le plus court chemin de P en M coïncidera avéft le 
plus court chemin de P en N. 

Fig. 404. 





Soient maintenant A et B (Qg, 404) deux points quelconques 
sur la surface de la sphère ; par ces deux points faisons passer 
une circonférence de grand cerele; elle sera divisée en deux 
parties inégales^ Tune AGB plus petite qu'une demi-circonfé- 
retu», Taulre plus grande; c'est Tare AGB, plus petit qu'une 
demi-circonférence, que nous considérons dans ce théorème. 
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Preoops \m 9ml arbitraire aur l'ara AB; je dis que le plus 
court chemin de À à « 9ur la wrlaee 4i la apbère doit pasaer 
par le point G. 

Du point À comme pôle, avec la corde qui sous-tend Tare AG 
pour rayon y décrivons un petit oerde; du point B comme pôle, 
avec la corde qui sous-tend Tare BG pour rayon , décrivons de 
môme un petit cercle. Il est aisé de voir que les deux calottes 
spbériques qui ont pour pôles A et B , et qui sont limitées par 
les deux petits cercles dont nous venons de parler» a^ont exté^ 
rieures l'une à Tautre. En effet, soit M un point quelconque du 
petit cercle dont B est le pôle Joignons ce point M aux deux points 
A et B par des arcs de grands cercles ; dans le triangle sphérique 
ABM, le côté AB est plus petit que la somme des deux autres 
AM+BM; si Ton retranche de part et d'autre les arcs égaux BG 
et U\f , on voit que Tare AG est plus petit que AM ; Tare AM étant 
plus grand que AG, il est clair que le point M est situé en dehors 
de la calotte sphérique A ; ainsi la calotte sphérique B est située 
tout entière en dehors de la calotte sphérique A. 

Gela posé, considérons un chemin tel que ADEB tracé sur la 
surface de la sphère et allant du point A au point B sans passer 
par le point G; ce chemin coupera nécessairement les deux 
petits cercles, l'un en D, l'autre en E. Le chemin ADEB se com- 
pose de trois parties, le chemin de A à D, celui de D à E, et 
enfin celui de E àB; mais, en vertu de la* remarque précé- 
dente , le plus court chemin de A à D est le même que celui de 
A à G ; le plus court chemin de B à E est le même que celui de 
B à G ; il en résulte que le chemin ADEB est plus long que lo 
plus court chemin de A & B passant par le point G. On conclut 
de là que le plus court chemin de A à B doit passer par un point 
quelconque G de l'arc de grand cercle AB ; 11 coïncide donc avec 
cet arc de grand cercle. 

RaMARQUB. L*arc de grand cercle joue le même rôle sur la 
surface de la sphère que la ligne droite sur le plan* 

Lorsque les deux points A et B sont placés aux oxlrémilés 
d'un même diamètre » il y a indétermination; tous les plans 
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mené? par ce diamëlre coupent la sph^ suivant d6& grands 
cercles qui passent par ces deux points'; chacun de ces che- 
mins est égal à une deini-circonférence. 

Théorème IX. 

Le plus court chemin d'un point A à une circonférence de grand 
cercle EBF sur la sphère est Varc de grand cercle perpendiculaire AB . 
mené du point A sur le cercle donné (fig. 405). 

Menons le diamètre PF perpendiculaire au plan du grand 
cercle EBF; par ce diamètre et le point A, faisons passer un 
plan qui coupera le premier plan suivant la 
droite BB', et déterminera sur la sphère un 
grand cercle PBP' perpendiculaire à EBF, 
puisque les plans de ces deux cercles sont 
perpendiculaires entre eux. Le rayon OA 
se projette sur le plan EBF suivant la 
droite OB; traçons dans ce plan une 
autre droite quelconque OC et menons 
Tare de grand cercle AC. On sait , d'après le théorème 26 du 
livre V, que l'angle AOB que fait Toblique OA avec sa projection 
sur le plan EBF est moindre que Tangle AOC qu'elle fait avec 
toute autre droite tracée par son pied dans le plan ; donc Tare 
perpendiculaire AB est plus court que Tare oblique AC. 

Corollaire I. Deux arcskC^ AD, également écartés du pied de 
l'arc perpendiculaire AB, sont égaux. Car, si BC = BD , les deux 
triangies sphériques rectangles ABC, ABD sont symétriques, 
comma ayant Tangle droit égal compris entre deux côtés égaux 
chacun à chacun. 

Corollaire II. Si Ton suppose que le point C parte du point B 
et décrive la demi-circonférence BEB', Farc AC ira en augmen- 
tant depuis sa valeur minimum AB jusqu'à sa valeur maximum 
APS*. Si le point C dépassait le point B' et parcourait la demi- 
circonférence B'FB, Tare trait au contraire en diminuant et 
repasserait par les noêmes valeurs que précédemment. 
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Du point A, on a deux arcs ÂB, APB' perpendiculaires sur le 

grand cercle EBF; le premier AB, moindre qu*un quadrant, est 

un minimum; le second AB\ plus grand qu'un quadrant» est 

un maximum. 

Théorème X. 

Varc de grand cercle MT, tangent à un petit cercle^ est perpendi- 
culaire à V extrémité de Varc de grand cercle PM qui va du pâle au 
point de contact. 

Par le point M et un point voisin H' (Kg. 406}, menons un 
arc de grand cercle, et joignons le pôle P du petit cercle au 
milieu D de l'arc MM'; Tare de grand cer- 
cle PD sera perpendiculaire sur MM'. Sup- 
posons maintenant que le point H' se rap- 
proche indéfiniment du point M, Tare de 
grand cercle MM' tournera autour du point 
M et tendra vers une position limite MX> 
qui est l'arc de grand cercle tangent au 
point M ; en môme temps le point D viendra en M, et l'arc per- 
pendiculaire PD coïncidera avec PM. Ou voit par là que l'arc de 
grand cercle MT, tangent au point M, est perpendiculaire à l'ex- 
trémité de Tare PM. 

Théorème XL 

Deux triangles sphiriques symétriques sont équivalents. 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque (fig. 407); enjoi- 
gnant les sommets au centre et prolongeant de l'autre côté du 
Fig. 407. centre, nous formerons le triangle sphé- 

rique A'B'C, symétrique du triangle pro- 
posé. Concevons le plan qui passe par les 
trois points A, B, C et qui coupe la sphère 
suivant un petit cercle circonscrit au trian- 
gle ABC ; si, du centre 0, nous menons un 
diamètre PP' perpendiculaire à ce plan, 
nous obtiendrons le pôle P de ce petit cercle, et les trois arcs de 
grand cercle PA, PB, PC seront égaux entre eux. Joignons 
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rextrémllé opposée F aux sommels du triangle A'B'C par des 
arcs de grand cercle; les arcs P'A', W, VU, étant respeclive- 
mcnt égaux aux arcs PA, PB, PC, sont aussi égaux entre eux. De 
cette manière , le triangle ABC est décomposé en trois triangles 
sphériques isocèles PAB, PAC, PBC, et de même le triangle A'B'C 
en trois triangles isocèles P'A'B', P'A'C, P'B'C. Mais on sait que, 
quand deux triangles sphériques symétriques sont isocèles , ces 
triangles peuvent être superposés et deviennent égaux entre 
eux ; ainsi le triangle isocèle PAB est égal à son symétrique 
P'AW; de même les triangles isocèles PBC, PAC sont égaux à 
leurs symétriques P'B'C', P'A'C. Les deux triangles syn&étriqucs 
ABC, A'B'C, étant composés de' parties respectivement égales, 
ont même surface et par conséquent sont équivalents. 

Nowi avons supposé dans cette démonstration le pôle P situé 
à rintérieur du triangle ABC ; il peut arriver qu'il tombe à Tex- 
lérieur; en joignant le pôle aux trois sommets, on forme encore 
trois triangles isocèles ; mais le triangle ABC est l'excès de la 
somme de deux d'entre eux sur le troisième. Les triangles 
symétriques isocèles étant égaux de part et d'autre, on en con- 
clut encore que les deux triangles ABC, A'B'C sont équivalents. 

Théorème XII. 
Deux fuseaux sont efUre eux comme leurs angks. 

On appelle fuseau la portion de la surface de la sphère com- 
prise entre deux demi -circonférences 
de grand cercle PAF, PBP* (fig. 408). 
L*anglc dièdre, formé par les deux plans 
PAF, PBP', est l'angle du fuseau. 

It est clair que deux fuseaux, qui ont 
même angle, sont égaux entre eux. On 
peut d'abord amener l'un sur l'autre 
les deux diamètres qui joignent les ex- 
trémités des deux fuseaux; puis faire 
toumef îa sphère autour de ce diamètre commun, jusqu'à ce 
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que deux faces ou deux côtés coïncident ; les angles dièdres 
étant égaux entre eux, les deux autres faces coïncideront. 

Considérons maintenant deux fuseaux quelconques PAP'B, 
PBP'C. Par le centre menons un plan perpendiculaire au dia<* 
mètre PP' qui joint leurâ extrémités. Les angles des fuseaux ont 
pour mesure les angles au centre AOB, BOG, ou les arcs AB, BG. 

Supposons que le rapport des arcs soit ~; la commune mesure 

de ces deux arcs sera contenue 3 fois dans AB, 2 fois dans BG. 
Si par les points P et P et les différents points de division nous 
faisons passer des circonférences de grand cercle, nous forme- 
rons ainsi 5 petits fuseaux égaux entre eux, puisqu'ils corres- 
pondent à des angles égaux; or le fuseau PAFB en contient 3, 

le fuseau PBFC en contient deux; donc le rapport des fuseaux 
3 

est - -comme celui des angles, 
z 

Corollaire. On peut considérer la sphère comme un fuseau 
dont l'angle est égal à quatre angles droits. Ainsi It rapport de 
Vaire d'un fuseau à celle de la sphère entière est égal au rapport de 
son angle à quatre angles droits. 

Théorème XIU. 

L'aire d^un triangle sphérique ABC est égale à la moitié de la 
somme des trois fuseaux qui ont pour angles ceux du triangle^ moins 
le quart de la sphère. 

Prolongeons les côtés du triangle sphérique ABC (fig. 409) pour 
compléter les circonférences de grand cer- 
cle. On voit sur la figure que les deux trian- 
gles ABC, A'BC forment le fuseau ACA'B, dont 
Tangle est précisément Tangle A du trian- 
gle; do même» les deux triangles ABC, AB'G 
forment le fuseau BAB'G, dont l'angle est 
. Tangle B du triangle ; et de même les trian- 
gles ABC, ABC forment le fuseau GAG'B dont Tangle est G. Les 
deux triangles ABC', A'B'G, ayant leurs sommets diamëttHlemenl 
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opposés, sont symétriques et éqaWal^ts (11); si l'on rem* 
place le triangle ABC [>ar son équivalent A'B'G, on peut con* 
sidérer le fuseau G comme équivalent à la somme des deux 
triangles ABC, A'B'G. 

On a ainsi 

ABG + A'BG = fus.A, 

ABC + AB'G = fus.B, 
ABG + A'B'C=:fus.G. 

Ajoutons ces quantités égales : nous aurons, d'une part, deux 
fois le triangle ABC, plus la somme des quatre triangles ABC, 
A'BG, AB'G, A'B'G, somme qui est égale à Thémisphère limité' 
par le grand cercle ABA'B'; d'autre part, la somme des trois 
fuseaux. On a donc 



2 ABC + ^ sphère = fus. A + fus. B + fus. G. 

On en déduit, en divisant par deux, et retranchant U!i quart de 
sphère , 

fus. A + fus. B 4- fus. G 1 



ABG: 



sphère^ 



GoROLLAiRE I. Soit DD' un diamètre quelconque (fig. 410); 
menons par le centre de la sphère un plan EFE perpendicu- 
laire à DD', et par ce diamètre faisons pas- 
ser deux plans DËD'y DFD', perpendiculaires 
entre eux; nous obtiendrons ainsi trois 
plans perpendiculaires entre eux deux à 
deux, qui diviseront la sphère en huit trian- 
gles trirectangles égaux entre eux; DEP est 
l'un d'eux ; ses trois angles sont droits. On 
compare ordinairement l'aire d'un fuseau 
ou d'un triangle sphérique quelconque à celle du triangle tri- 
rectangle tracé sur la même sphère. 

Le fuseau DËD'F, dont Tangle est droit, vaut deux triangles 
trirectangles; le rapport de l'aire du fuseau dont l'angle est A 
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à celle du fuseau droit étant égal au rapport de Tangle A à un 

angle droit, on a 

fus.A _ A 
2DËF""ldr.' 

ou, en multipliant par 2, 

fus. A _ 2A 
DEF ""Idr." 

Ainsi, te rapport <k Vaire ctun fmeau à celle du triangle trirec^ 
tangle est égal au double du rapport de son angle à un angle droit. 

Corollaire II. Nous avons trouvé pour Faire d'un triangle 

sphérique ABC, 

.^p fus.A + fus.B+fus.C 1 ,. 
ABC = ' — ' -sphère; 

si Ton divise par le triangle trirectangle DEF, en observant 

que le quart de la sphère vaut deux triangles trîrcctanglcs, il 

vient 

ABG_ A+B+C . 

DKF"~ 1 droit 
ou 

ABG__ A+B + C — adroits 
DEF 1 droit 

Ainsi, le rapport de l'aire d'un triangle sphérique quelconque à 
celle du triangle trirectangle est égal au rapport à un angle droit 
de Veaxès rfe la somme de ses trois angles sur deux angles droits. 

L'excès de la somme des trois angles d'un triangle sphérique 
sur deux angles droits s'appelle excès sphérique. L'aire du trian- 
gle ne dépend que de l'excès sphérique et du rayon de la sphère; 
de sorte que, sur une même sphère, tous les triangles, qui ont 
même excès sphérique, sont équivalents. 

Corollaire III. Si l'on veut évaluer les aires des figures tra- 
cées sur la sphère, au moyen de l'unité de surface habituelle qui 
est le mètre carré, il faudra évaluer le rayon en mètres. Dési- 
gnons par r le rayon de la sphère; la surface de la sphère étant 
égale à quatre grands cercles, le triangle trirectangle est égal 

THÉORIE. 24 



dîo uvnfi \x, 

fus. A = Tir* X 



1er* 

à la moitié d'un grand cercle, soit — ; on aura donc pour ex- 



pression de Taire d'un fuseau 

A 
1 dr.' 



et pour celle de Taire d'un triangle sphérique 

A DP _ ^»'' v^ A + B + C-2dr, 
ABC- — X f-^jr 

Théorème XIV. 

Le rapport de Vaire d'un polygone sphérique convexe à celle du 
triangle trirectangle est égal au rapport à un angle droit de la 
somme de ses angles diminuée d'autant de fois deux angles droits 
quHl y a de côtés moins deux. 

Soit le polygone sphérique ABCDE (fig. 411). Les arcs du 

rig. %ii. grand cercle AG, AD, menés par Tun des 

ij^ sommets A, divisent le polygone en autant 

y^ ^v ' de triangles qu'il y a de côtés moins deux . 

^ y^- \ c Si Ton prend pour unité d'aire le triangle 

\ ^^^ / trirectangle, et pour unité d'angle Tan- 

\ ^^-v^ / gle droit, Taire de chaque triangle est 

\ jJ^ égale à la somme de ses angles moins 

deux angles droits ; donc Taire du 
polygone est égale à la somme de ses angles, diminuée d'au- 
tant deux angles droits qu'il y a de triangles, c'est-à-dire qu'il y 
a de côtés moins deux. 

Exemples.!" Les angles d'un triangle sphérique sont de 72«, IIO», 118». La 

somme 300» étant plus grande que 180«, et le plus petit 72» augmenté de 180* 

étant plus grand que la somme des deux autres, le triangle existe. L'excès 

sphérique est ici 300>— 180»= 120»; le rapport de l'aire du triangle à celle du 

120» 4 ' 4 

triangle trirectangle est égal à --r-- = - ; ainsi le triangle proposé est les - du 

triangle trirectangle. 

Supposons que le rayon de la sphère ait une longueur de 5 mètres. L'aire 

du triangle trirectangle «o mètres carrés sera ~j- ou — , et celle du triangle 

|x?|î = l^ = 3iM6 = 52,36 mètres carré.. 
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^ Ces angles d'un triangle f^ériqq^ sont deh»%9l, 72<»âO^, 86U5'. L'ev^ 
sphérique étant ici de 32*33', le rapport de l'aire du triangle à celle du triangle 
tri rectangle est exprimé par la fraction 

Si le rayon de la sphère a l*,75y Taire du triangle proposé en mètres carrés 
sera 

135i^^^=l,740mètres carrés. 



PROBLÈMES SUR LA SPHÈRE. 

Dans toutes les constructions qui vont suivre, on suppose que 
l'on a commencé par déterminer le rayon de la sphère et l'ou- 
vortiira de compas qui servira à décrire les graqd« cercles, ainsi 
que nous l'avons expliqué au livre VII. 

Problème I. 

Par deux points donnés k et B sur la surface de la sphère^ faire 
passer une circonférence de grand cercle. 

Du point A comme pôle (8g. 412), avec Touverture de com- 
pas convenable, décrivez un arc de grand cercle; du point B 
j;î£:ii^ comme pôle, avec la même ouverture de 
/^ " ^v compas, décrivez un second arc de grand 

C'- --.A cercle qui coupera le premier au point P; 

^.^^ ^^ le point P sera le pôle du grand cercle de-» 

V y mandé* Vous placez la pointe sèche au point 

^-- — ^ P, sans changer l'ouverture du compas , 
et vous décrivez le grand cercle passant par les deux points 
AetB. 

Problème II. 

Par un point donné A, mener un grand cercle perpendiculaire à 
un gre^ cercle d^né BCB'. 

Du point A comme pôle (flg. 413), avec Touverture de compas 
convenable, décrivez un are de grand cercle qui coupera le 
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cercle donné au point 0; du point Q comme pôle décrivez en- 
suile un grand cercle PAP', vous aurez le 
grand cercle demandé. 

Car les axes OP, OQ des deux cercles 
étant perpendiculaires entre eux, les plans 
des deux cercles sont eux-mêmes perpen- 
diculaires entre eux (V, 24). 

Il faut remarquer que, lorsque deux 
grands cercles sont perpendiculaires entre 

eux, chacun d'eux passe par les pôles de Taulre. 




Ftg. 414. 



Problème III. 

Par trois points donnés A, B, C sur la sphère, faire passer un 
cercle. 

Des points A, B, C comme pôles (fig. 414), avec une même 
onverlure de compas arbitraire, décrivez trois petits cercles; 
le premier coupe le second en deux points 
D el E ; le troisième coupe le second en 
deux points P et G. Par les deux points D, 
E faites passer un grand cercle et de même 
par les deux points P, 6; le point d'inter- 
section P de ces deux grands cercles sera 
le pôle du cercle demandé. Du point P 
comme pôle, avec une ouverture de compas égale à la corde 
PA, décrivez un cercle, il passera par les trois points donnés. 
En effet, d'après la construction même, les arcs de grand 
cercle DE, PG sont perpendiculaires sur le milieu des arcs de 
grand cercle AB, BG, et par conséquent le point P est également 
distant des trois points A, B, G. 




Problème IV. 

Par le point A swr Varc de grand cercle AB, mener un cerc de 
grand cercle qui fasse avec le premier un angle donné. 

Si, dans le plan de Vangle donné et du sommet comme 
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centre, avec un rayoa égal à celui de la sphère, on décrit un 
cercle , l'arc intercepté mesurera Tangle. Après avoir fait cette 
construction préliminaire, du point À comme p61e (fig. 415), 
décrivez sur la sphère un arc de grand 
cercle BG ; du point B portez sur ce grand 
cercle une ouverture de compas égale à 
la corde qui sous -tend Tare mesurant 
Tangle donné; marquez le point G et par 
les deux points À et G faites passer un arc 
de grand cercle. L'angle À étant égal à Tangle au centre qui 
correspond à l'arc BG, sera égal à Tangle donné. 

Problème V. 

Consti*uire un triangle sphériquCf connaissatU deux côtés et V angle 
compris. 

On tracera sur la sphère deux grands cercles faisant entre eux 
Taugle donné, et, à partir du sommet, on portera les côtés don- 
nés, puis on joindra les extrémités par un arc de grand cercle. 

Le triangle est toujours possible : et, comme on peut porter 
tle deux manières les arcs donnés sur les cÀtés de Tangle, on 
obtient deux triangles symétriques l'un de l'autre. 

Problème VL 

Construire un triangk sphèrique^ connaissant un côté et les deux 
angles adjacents. 

Sur un grand cercle on prendra un arc égal au côté donné, 
et par les extrémités on mènera de grands cercles faisant avec 
ie premier des angles égaux aux angles donnés. 

Le triangle existe toijyours, et, comme on peut disposer les 
angles doimés de deux manières difiérentes pai* rapport au côté 
donné, on obtient deux triangles symétriques. 
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Fig. 416. 



Construire un triangk sphériquey connaissant les trois côtés. 

Nous safoi» que, dans tout triâttgte sphérique, un côté quel- 
conque est moindre que la somme des deux autres, et que la 
somme des trois côtés est plus petite qu'une circonférence de 
grand cerolet Pour que le triangle existe, il faut donc : r que 
le plus grand des côtés donnés soit moindre que la somme des 
deux autres ; 3o que la somme des trois côtés soit (dus petite 
qu'une circonférence de grand cercle. Nous allons faire Toir 
que, lorsque ces deux conditions sont remplies, le triangle 
existe et peut être construit. 

Sur une circonférence de grand cercle, prenons AB égal au 
plus grand des trois côtés donnés, et soient AD e^t BE.Ies deux 
autres (flg. 416). DU pt)int A comme pôle, 
avec une ouverture de compas éghlc à là 
corde qui sous-tend Tare AD, dcciivons 
un petit cercle DCG; du point B comme 
polo, avec une ouverture de compas égale 
à la corde qui sous-tend Tare BE, décri- 
ions de. même un petit cercle ËCH. Il est 
facile de voir que ces deiix cercles se coupent en un point G. 
L'arc AB étant plus petit que AD-f BE, le point E est sîlué entre les 
points A et D, à l'intérieur de la calotte sphé- 
riquè ayant le point A pour pôle, et limi- 
tée par le petit cercle DCG. D'autre pari, 
i'àrc 6ABH, qiti est la somme des trois arcs 
donnés, étant plus petit qu'une circonfé«» 
rence entière, le point H est situé sur l'arc 
DBG, en dehors de la calotte sphérlquc. 
Alhfti , !e petit cercle ECH, allaht du point intérietir E au point 
extérieur H, coupera nécessairement en un point C le cercle DCO 
tt«î HmHe cette Calotte. Bl maintenant on joint les points A et C 
\)ûi' un art de grand fcefcle, et de même les t)oiiîts B et C, on 
aura le triangle sphérltjwe demandé ABO. 




Fig. 417. 
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Les deux petits cercles se coUpeni en un second point G' de 
Tautre côlé de AB^ cotnnw le montre la figure 417; il en ré- 
sulte un second triangle ABG\ symétrique du premier. 

Probl^ie YIII. 

Cm&truirc un trian{ile sphérique, connaissant les trois angks. 

Nous savons que, dans tout triangle spbérique, la somme des 
angles est plus grande que deux Ingles droits et qu*un angle 
quèlt^ônque augmenté de deux angles droits est plus grand que 
la somme des deux autres. Pour que le triangle existe, il faut 
donc : l* que la somme des trois angles soit plus grande qUe 
deux angles droits ; 2*» que le plus petit, augmenté de deux an- 
gles droits, soit plus grand que la somme des deux autres. 
Nous allons faire voir que ces deux condhions sont suffisantes. 

Soient A, B, C les trois angles donnés* Prenons le supplément 
de chacun de ces angles et désignons par «', b\ c' les arcs de 
grand cercle correspondants. Au plus petit angle A correspond 
le plus grand supplément a\ Les deux conditions 

A + B+C>2 droits, 

A + Sdr.>B + C, 

deviennent 

a' -f ^' + ^' < ^ quadrants, 

a'<b' + c\ 

On peut donc, avec les trois côtés a\ h\ c\ construire un trian- 
gle. Si maintenant, des sommets de ce triangle comme pôles, 
on décrit des arcs de grand cercle, on obtiendra le triangle 
demandé. 

Problème IX. 

Construire un triangle sphérlque^ connahsant deux côtes et Vangh 
opposé à Viin éCeux. 

Soient a et h les deux côtés donnés^ A Tangle opposé au pre- 
mier. Traces sur la sphère deux grands cercles ABA', AGA' fai- 
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sant entre eux l'angle donné A (fig. 418); sur Tun d'eux portez 

Tare AG égal au côlé donné b; du pointCeomme pôle, avec une 

p. ^^^ ouverture de compas égale à la corde de 

B'^ D' l'arc a, décrivez un petit cercle qui coupera 

/'T^T"^ le cercle ABA' en un point B ; joignez CB par 

/ \/' .-y^\ un arc de grand cercle, vpus aurez le trian- 
' ^v^'V/^ 1^* gle demandé ABC/ 

\^>à^V"'^/ Il y a plusieurs remarques à faire sur 

-^JC^^^ celte construction ; le triangle n'existe pas 

^ toujours, et il y a quelquefois deuxsolulîons. 

Considérons d'abord le cas où l'angle donné A est aigu. Le 
chemin le plus court du point C au grand cercle ABA est l'arc 
de grand cercle perpendiculaire CD (9) ; pour que le triangle 
existe, il faut donc que le côté a soit plus grand que CD. Ima- 
ginons que les points B et B^ s'éloignent du point D et marchent 
le premier jusqu'en A, le second jusqu'en A'; l'oblique CB ira 
en croissant jusqu'à la valeur CA ou 6 ; l'oblique GB^ jusqu'à la 
valeur GA supplément de b. Si le côté a est plus petit que le 
côté b et que son supplément, le petit cercle décrit du point G 
comme pôle coupera le demi-cercle ADA' en deux points B et Bi 
situés, l'un entre D et A, l'autre entre D et A', et l'on aura deux 
solutions ACB, AGBi. Si le côté a est compris entre le côté b et 
son supplément, il n'y aura plus qu'une solution. Enfin, si a 
est plus grand à la fois que b et que son supplément, le triangle 
n'est plus possible. 

Considérons maintenant le cas où l'angle donné A est obtus; 
soient AD'A', ACA les deux grands cercles qui font entre eux 
cet angle obtus ; l'arc perpendiculaire CD' mené du point G au 
demi-cercle AD'A est plus grand que tous les arcs obliques; il 
faut donc ici, pour que le triangle existe, que le côté a soit plus 
petit que CD'. Si en même temps il est plus grand que l'arc b et 
que son supplément, on aura deux solutions AGB', ACB'i ; s'il est 
compris entre ces deux quantités, on n'aura plus qu'une solu- 
tion. Enfin, si a est plus petit que b et que son supplément, le 
triangle n'est plus possible. 

Il est clair qu'à chaque solution se joint la symétrique. 
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Problème X. 

Caristruire un triangle sphérique^ connaissant deux angles et le 
côté opposé à Vun d'eux. 

Soient A et B les deux angles donnés, a le côté opposé au 
premier. Prenez les suppléments a\ V des deux angles A el B, 
et le supplément A' du côté a. Construisez un triangle sphéri- 
que, connaissant les deux côtés dy b' et Tangle A' opposé au 
premier côté; ce triangle construit, décrivez le triangle polaire, 
vous obtiendrez le triangle demandé. 

Problème XI. 

Far un point donné, mener un arc de grand cercle tangent à un 
petit cercle donné. 

Si le point est donné sur le cercle, il suftit d*élever par le point 
de contact un arc de grand cercle perpendiculaire à Tare de 
grand cercle qui joint le pôle au point de contact. 

Proposons-nous maintenant de mener des 
arcs de grand cercle tangents au petit cercle P 
par un point A situé en dehors de la plus pe- 
tite calotte sphérique limitée par ce cercle 
(tig. 419). Supposons le problème résolu et 
soit AD un arc de grand cercle tangent; joi* 
gnons le pôle P du petit cercle au point de 
•'î^" contact D par un arc de grand cercle, que 
nous prolongerons d'une longueur DG égale à PD; Tare DA 
étant perpendiculaire sur le milieu de PG, le point A est égale- 
ment distant des points P et G. On en déduit la construction 
suivante : 

Du point P comme pôle, avec une ouverture de compas égale 
à la corde qui sous-tcnd un arc de grand cercle double de PD, 
décrivez un cercle; du point A coriime pôle, avec une ouverture 
de compas égale à la distance AP, décrivez un second cercle qui 
coupera le premier eu deux points G et H; joignez IKî et PH par 
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des arcs de grand cercle ; les points D et E où ils coupent le petit 
cercle sont les points de contact; il suffit de joindre AD et AE 
par des arcs de grand cercle pour avoir les tangentes de- 
mandées. 

Cette construction ressemble au second procédé que nous 
avons indiqué pour mener une tangente è un certle par un 
point extérieur dans le plan (prob. Ik^ livre II). 

FIGURES SYMÉTRIQUES. 

Symétrie par rapport à un pkn. 

1° On dit que deux points A et A' sont sym^ri^ues par rapport 
à un plan P, lorsqu'ils sont situés sur une même perpendicu- 
laire au plan, et à égale distance de part et d*autre. 

î° On dit que deux figures sont symétriques par rapport à 
p.^ ^20 "" P^^" ^» loï*sque les points des deux 

figures sont symétriques deux à deux 
par rapport au plan P, que Ton nomme 
plan de symétrie. 




3' La figure symétrique d'une ligne 
droite est une ligne droite. En effet, 
soient A, B^ G trois points en ligne 
droite (fig. 420), A', B', C les points 
symétriques, a, 5, e les points où les 
perpendiculaires AA', BB', GC percent 
le plan de symétrie. Ces trois perpendiculaires sont dans un 
même plan perpendiculaire au plan P (V, 23) ; si l'on fait tourner 
la partie supérieure de ce plan autour de la droite ab pour l'ap- 
pliquer sut- la partie inférieure, les points A, B, G tombent sur les 
' points A', B', G' ; puisque les points A, B, G sont en ligne droite, les 
points A', B', G' sont aussi en ligne droite. Si donc on imagine que 
le point G décrive la droite AB, le point symétrique G' décrira la 
droite A'B'. Ainsi à une ligne droite correspond une ligne droite. 
Il résulte aussi de ce qui précède que deux droites symé- 
triques AB, A'B' sont égales, puisqu'on peut les faire coïncider. 
Dl'ux droites syniétriqties indéfinies se coupent dans te {dan 
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de ^taélÈi^ : cnr le poim où Tulie desdroiteB perce ce plao^ étaat 
à lui-même son sf méli ique^ apparUeet à l'autre droite. 

4* La figure symèlrique d*tin plan 
esl un plan. En effet, considérons fe plan 
de deux droites AB et AC qui se coupent 
en A (fig. 421); à ces droites correspon- 
dent des droites A'B' et A'C* passant par 
le point A' symétrique du point A ; soit 
DE une droite quelconque rencontrant 
les deux premières droites en D et en 
E; la droite symétrique D'E* passera 
par les points D' et E', symétriques des 
précédents. Sî l'on imagine que la 
droite DE, glissant sur les deux droites 
fixes AB et AC, décrive le plan BAC ; la droite symétrique D'E' 
glissera sur les deu3^ droites fixes A'B' et A'C, et décrira le 
plan B'A'C'. Ainsi, au plan BAC correspond le plan B'A'C'. 

Deux plans symétriques se coupent dans le plan de symétrie : car 
la droite d'intersection du premier plan et du plan de symétrie, 
étant à elle-même sa symétrique, appartient au second plan. 

5* Deux triangles symétriques AOE, 
A'D'E', ayant leurs côtés égaux chacun 
à chacun, sont égaux, et par consé- 
quent les angles A et A', formés par 
des droites respectivement symétriques, 
sont égaux. 

Il en résulte que deux polygones plans' 
symétriques sont égaux et peuvent être 
supejposés ; car ces deux polygones ont 
les côtés égaux chacun à chacun et les 
angles homologues égaux. 

6<* Considérons deux tétraèdres symé- 
triques ABCD, A'BCD' (fig. 43S); les deux 
angles Irièdres A et A', ayant leurs trois 
angles plans égaux chactin à chacun, ont aussi leurs ongles diè- 
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4lres égaux. Ainâi, les angles dièdres AB» A'fi', formés par dès 
plans respcctivomcnl symétriquesi sont égaux. 

Les angles trièdrcs eux-mêmes ne sont pas égaux, parce que 
les firces sont disposées en ordre inverse. Si Ton imagine un 
observateur placé dans l'angle trièdre A, la tèle dirigée vers le 
sommet A, le dos appuyé contre la face BAG, cet observateur 
verra la face CAD à sa droite, la face BAD à sa gauche. Un ob- 
servateur, placé de la même manière dans l'angle trièdre A', 
voit au contraire la face G'A'D' à sa gauche, la face fi'A'D' à sa 
droite. L'angle trièdre A' est égal à l'angle trièdre opposé par le 
sommet à l'angle trièdre A. 

Théorème XV. 

Deux polyèdres symétriques ont leurs faces égales chacune à 
chacune^ et leu/rs angles dièdres homologues ^gaux. 

Les faces homologues des deux polyèdres, étant des polygones 
plans symétriques, sont égales. 

Les angles dièdres, étant formés par des plans respectivement 
symétriques, sont aussi égaux. 

Lesaugles polyèdres des deux solides, quoique ayant leurs faces 
égales chacune à chacune et leurs angles dièdres égaux , ne 
5ont ^s égaux, à cause de la ditrérence de disposition. L'un des 
angles polyèdres est égal à l'angle opposé par le sommet à 
l'autre. 

Théorème XVI. 

, Deux polyèdres symétriques d^un même iJolyèdre, par rapport à 
deux plans différents^ sont égaux entre eux. 

Appelons S' et S'' deux solides symétriques du même polyè- 
dre S, par rapport à deux plans différents ; je dis que ces deux 
solides sont égaui entre eux. En effet, les faces de ces deux so- 
lides, étant égaies respectivement à celles du solide S, sont égales 
entre elles; deux angles polyèdres A' et A", étant égaux à l'angle 
opposé par le soumiel à l'angle polyèdre A, sont aussi égaux 
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entre eux. On peut donc superposer les deux solides S' et S'', et 
les faire coïncider. 

Ainsi) quand on déplace le plan de symétrie, le polyèdre sy- 
métrique change de position dans Tespace; mais c'est toujours 
le même polyèdre. En d'autres termes, un polyèdre donné 
n'admet qu'un seul polyèdre symétrique. 



Théorème XVII. 
Deux polyèdres symétriques sont équivalents. 

Il suffit de démontrer le théorème pour deux pyramides. Si 
nous prenons le plan de la base BCDF pour 
plan de symétrie (fig. 423), il faudra, pour 
former la pyramide symétrique A'BCDEP, 
abaisser du sommet A une perpendiculaire 
AH sur le plan de la base, et la prolonger 
d'une longueur H'A égale à AH. Dans celle 
position, les deux pyramides symétriques 
onljnême base BGDËF et des hauteurs égales 
AH et HA'; ils ont donc même volume et par 
suite sont équivalents. 

Deux polyèdres symétriques, étant com- 
posés de pyramides équivalentes chacune à * 
chacune, sont équivalents. 




Symétrie par rapport à un point. 

!• On dit que deux points A et A' sont symétriques par rapport 
à un point fixe 0, qu'on appelle centre de symétrie, lorsque ces 
deux points sont situés sur une même droite passant parle point 
et à égale distance de part et d*aufre de ce point (fig. 424). 

2° On dit que deux figures sont symétriques par rapport au 
point 0, lorsque les points. des deux figures sont symétriques 
deux à deux par rapport à ce point. 

Soient A, B,G trois points en ligne droite; les trois droites 
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AA', BW GCf sont dans un^mème plan passant par le point 0; si 

Fig. 424. ''^^^ '^'^ tourner la figure AOB de denx 

€/ angles droits autour du point 0, éomme 

^^/ autour d'un pî?ot, les points A, B, C vlen- 

J^^ / dront en A' B' ff ; les trois premier'S 

points étant en ligne droite, les trois 

/\ autres sont aussi en ligne droite. Ainsi 

à une ligne droite correspond une ligne 

droite. 

Les triangles AOB, A' OB' étant égaux, 
les deux droites AB et A'B' , symétriques 
par rapport au point 0, sont égales et parallèles, muis dirigées 
en sens contraire. 

4° A deux droites AB, AC, qui se coupent en A (fig. 425), cor- 
Fi«. 425. respondent deux droites A' B' , A' G' , 

respectivement parallèles aux deux 
premières et passant par le point A', 
symétrique du point A. Les deux 
/ " angles BAC", B'A'C sont égaux et 

/o leurs plans parallèles. Si l'on ima- 

/ gine qu'une droite glissant, sur les 

f deux droites AB et AC, décri?e le 

4' 

plan BAC, la droite symétrique, 
glissant sur les deux droites A'B' 

et A' G', décrira le plan B'A'G', Ainsi, à un plan correspond un 

plan parallèle. 

5*^ Deux polygones plans symétriques sont égaux et peuvent 
être superposés : car ces deux polygones ont leurs côtés égaux 
chacun à chacun et les angles homologues égaux. 

6'* Dans deux tétraèdres symétriques, deux angles trièdres, 
ayant leurs faces égales chacune à chacune , ont aussi leurs an- 
gles dièdres égaux; ainsi les angles dièdres, formés par des 
plans respectivement symétriques, sont égaux. 

7« On en èonclul que deux polyèdres symétriques par rapport 
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à un point ont leurs faces égaies et parallèles et leurs angles diè* 
dres homologues égaux. Les angles polyèdres homologues ne 
sont pas égaux, à cause de la différence de disposition. 

8« Si on déplace le centre de symétrie 0, le polyèdre symé- 
trique change de position dans l'espace, mais en restant toujours 
le même; il se transporte en quelque sorte parallèlement à lui- 
même. 

Théorème XVIII. 

Lorsque imx polyèdres sont symétriques par rapport à un point 
0, on peut ks rendre symétriques par rapport à un plan P passant 
par Ce points en faisant tourner Vun d*eux autour d*un axe OZ 
mené par le point perpendiciUairement au plan P (fig. 4S6). 

Soit A un sommet quelconque du premier polyèdre, A' le point 
correspondant du second polyèdre; 
faisons effectuer à ce second polyè- 
dre une demi-révolution autour de 
Taxe OZ; le point A' décrira une 
demi-circonférence, dont le centre 
est le pied I de la perpendiculaire 
abaissée du point A' sur Taxe OZ 
et le rayon cette perpendiculaire A'I 
elle-même; pour avoir la nouvelle, 
position Al du pointA', il suffit donc 
de prolonger la perpendiculaire A'I d'une longueur égale à elle- 
même» Les triangles OAl, AA'Ai sont semblables; donc la 
droite AA^ est parallèle k OZ, et par conséquent perpendicu- 
laire au plan P; comme cette droite est divisée en a par ce 
plan en deux parties égales, le point A^ est symétrique du 
point A par rapport au plan P. Ainsi le second polyèdre, dans 
sa nouvelle position, est symétrique du premier par rapport 
au plan P. 

Réciproquement, lorsque deux polyèdres sont symétriques par 
rapport à un plan P, on peut les rendre symétriques par rapport 
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à un point de ce plan, en faisant effectuer à Tun d'eux une 
demi-révoluUon autour d*un axe OZ mené par le point per- 
pendiculairement au plan. 

Corollaire. Ainsi, deux polyèdres symétriques d*un même 
polyèdre, l'un par rapport à un point, Taulre par rapport à un 
plan, sont égaux entre eux; en d'autres termes, un polyèdre 
donné n'admet qu'un symétrique. 

Remarque I. Dans l'étude des angles trièdres, nous avons con- 
sidéré fréquemment deux angles opposés par le sommet, et nous 
les avons appelés angles trièdres symétriques; c'est qu'en effet 
ces deux angles trièdres sont symétriques par rapport au som- 
met, qui joue ici le rôle de centre de symétrie. 

Remarque II. Nous avons vu aussi (VI, 7) qu'un plan diagonal 
AA'C'C (fig. 427) divise un paraUélipipède en deux prismes Irian- 
Fig. 427. gulaircs équivalents. Ces deux 

prismes sont symétriques; en effet, 
les diagonales AC , CA' du paral- 
lélogramme ACC'A' se coupent au 
point en deux parties égales; les 
diagonales AC, BD' du parallélo- 
gramme ABC'D' se coupant aussi 
en deux parties égales, la diago- 
nale BD' passe aussi parle point 0, 
et de même la diagonale DB'; ainsi les quatre diagonales du 
paraUélipipède passent par un même point et sont divisées 
en ce point en deux parties égales. Ce ftoint est le centre 
du paraUélipipède, et l'on voit que les deux prismes trian- 
gulaires ABGA'B'C, ACDA'G'D' sont symétriques par rapport à 
ce point. 

Quand le paraUélipipède est droit , on peut superposer les 
deux prismes triangulaires droits (VII, 3), qui sont alors égaux 
eïitre eux ; mais quand les prismes sont obliques, il est impos- 
sible de les faire coïncider. 
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EXERCICES. 

1. Lieu des points qui, sur la surface de la sphère, sont également distants 
de deux points pris sur cette surface. 

2. Les trois arcs de grand cercle élevés perpendiculairement sur les milieux 
des côtés d'un triangle sphérique se coupent en un même point. 

3. Lieu des points qui, sur la sur&ce de la sphère, sont également distants 
de deux arcs de grand cercle donnés. 

4. Les trois arcs de grand cercle , qui divisent en deux parties égales les trois 
angles d*un triangle sphérique , se coupent en un même point 

5. Les trois arcs de grand cercle menés des sommets d'un triangle sphérique 
aux milieux des côtés opposés se coupent en un même point. 

6. Les trois arcs de grand cercle abaissés des sommets d'un triangle sphé- 
rique perpendiculairement aux côtés oposés se coupent en un même point. 

7. Dans un petit cercle tracé sur la surface de la sphère , on inscrit des 
triangles sphériques ayant un côté commun, la différence entre la somme des 
angles à la base et Tangle au sommet reste constante. (Ce théorème est l'ana- 
logue du segment capable d'un angle donné en géométrie plane.) 

8. Quand le côté commun passe par le pôle du petit cercle, la somme des 
angles à la base est égale à l'angle au sommet. 

9. Dans tout quadrilatère sphérique inscrit dans un petit cercle, la somme 
de deux angles opposés est égale à celle des deux autres. (Cette propriété cor- 
respond à celle du quadrilatère inscrit en géométrie plane.) 

'i%. Dans tout quadrilatère sphérique circonscrit à un petit eerde, la somme 
des deux côtés opposés est égale à celle des deux autres. (Même théorème qu'en 
géométrie plane.) 

11. Le lieu des sommets des triangles sphériques qui ont même base et même 
surface est un petit cercle passant par les deux points diamétralement opposés 
aux deux sommets fixes. 
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